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一类高维时滞微分方程的周期解
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摘　要: 本文考虑高维时滞微分方程

x ′( t) = A ( t, x ( t) ) x ( t) + f ( t, x ( t- r ( t) ) )

其中 ( t, x )∈R n, A ( t, x )是 n×n 连续矩阵, f ( t, x ) 是 n 维连续向量, r ( t) 是时间依赖的滞量, 应

用不动点定理, 在确定的条件下, 证明了该系统的周期解的存在性与唯一性.
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考虑周期微分系统

x ′( t) = A ( t, x ( t) ) x ( t) + f ( t, x ( t- r ( t) ) ) (1)

其中 ( t, x ) ∈R ×R n ,A ( t, x ) 是 n × n 连续矩阵, 且A ( t + T , x ) = A ( t, x ) ; f : R ×R n →R n

是连续向量函数, f ( t + T , x ) = f ( t, x ) ; 滞量 r: R →R 是连续函数, r ( t + T ) = r ( t) , T 〉0, 当

r ( t) = 0 或 r ( t) ≡常数时, 文献[1 - 5, 9 - 10 ] 曾经研究过 (1) 的 T 2周期解的存在性、唯一

性等问题. 本文较一般地考虑 (1) 的上述问题. 获得较文献[3 - 5 ] 更为普遍的结果.

设 x = (x 1, x 2⋯x n) T ∈R n ,A = (a ij ) n×n ∈R n×n , 兹按R
n 中的不同范数定义R

n×n上的矩

阵测度[ 7 ]如下:

ûx û∞= m ax
i

ûx iû , Λ∞ (A ) = m ax
i

{a ii + ∑
n

j≠i

ûa ij û};

ûx û 1= ∑
n

i= 1

ûx iû , Λ1 (A ) = m ax
j

{a j j + ∑
n

i≠j

ûa ij û};

ûx û 2= (∑
n

i= 1
x i

2)
1
2 , Λ2 (A ) = Κm ax [

1
2

(A + A T ) ],

这里A
T 为A 的转置, Κm ax [B ]为矩阵B 的最大特征值, 又设 n×n 矩阵B = (b1⋯, bn) , 定义ûB û i

= m ax
i

ûbiû j , j = 1, 2, ∞, 其中 bi 为 n 维列向量, i= 1, 2, ⋯, n.

考虑时变线性系统

x ′( t) = A ( t) x ( t) , (2)
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这里A ( t)为 n×n 连续矩阵, 设 X ( t, t0)为 (2)满足 X ( t0, t0) = É 的基本解矩阵.

引理1
[ 7 ]　设 x ( t)是 (2)的任一解, 则有

ûx ( t) û i ≤ ûx ( t0) û iexp {∫
t

t0

Λi (A (Σ) ) dΣ}, t ≥ t0, i = 1, 2, ∞.

由引理1可直接得到:

引理2　 ûX ( t, t0) û ≤ exp {∫
t

t0

Λi (A (Σ) ) dΣ}, t ≥ t0, i = 1, 2, ∞.

引理3
[ 8 ]　若det (X (T , 0) - É ) ≠0,A ( t + T ) = A ( t) , 则对任何连续T 2周期函数 f ( t) ,

方程

x ′( t) = A ( t) x ( t) + f ( t)

有唯一 T 周期解, 该解由下式唯一确定:

x ( t) = (É - X (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X ( t + T , s) f (s) ds,

或

x ( t) = X ( t, 0) x 0 + ∫
t

0
X ( t, 0)X - 1 (s, 0) f (s) ds,

其中X (0, 0) = I , x 0 = ( I - X (T , 0) ) - 1∫
T

0
X (T , 0)X - 1 (s, 0) f (s) ds.

为行文方便起见, 以下用 ûx û , Λ(A ) 表示 ûx û j; Λj (A ) , j = 1, 2, ∞中的任一种. 记C 为所有

由R →R n 的连续函数所构成的线性空间, 定义

C T = {u ∈ C: u ( t + T ) = u ( t) , t ∈ R }, úuú = sup
o≤t≤T

ûu ( t) û , 从而 (C T , ú õ ú ) 形成一个

Banach 空间.

定理 1　设 1) 存在R 上的连续函数 Α( t) , 使得对任意 ( t, x ) ∈R ×R n , 有

Λ(A ( t, x ) ) ≤ Α( t)〈0; 2) lim
n→+ ∞

1
n∫

T

0
sup

úx ú≤n
û f ( t, x ) ûd t〈1 - k ,

其中 k = exp∫
T

0
Α(s) ds 则方程 (1) 存在 T 2周期解.

证明　任取 u∈C T , 考虑

x ′( t) = A ( t, u ( t) ) x ( t) + f ( t, u ( t - r ( t) ) ) , (3)

x ′( t) = A ( t, u ( t) ) x ( t). (4)

记X u ( t, 0)为方程 (4)的基本解矩阵, X u (0, 0) = É , 由引理2可得

ûX u ( t, 0) û ≤ exp∫
t

0
Λ(A (Σ, u (Σ) ) ) dΣ,

特别地, 当 t= T 时有

ûX u (T , 0) û ≤ exp∫
T

0
Λ(A (Σ, u (Σ) ) ) dΣ≤ exp∫

T

0
Α(Σ) dΣ= k〈1,

由此易证 ( I - X u (T , 0) ) - 1 存在 ( [5 ]) , 且有

û ( I - X u (T , 0) ) - 1û = û∑
∞

n= 0

(X u (T , 0) ) nû ≤∑
∞

n= 0
k n =

1
1 - k

.

由于 u ( t) , r ( t) 都是 T 2周期连续函数, 所以A ( t, u ( t) ) 与 f ( t, u ( t - r ( t) ) ) 亦是 T 2周期连续

函数, 根据引理 3, 存在唯一 T 周期解 x (u ) ( t) ,
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x (u ) ( t) = ( I - X u (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X u ( t + T , s) f (s, u (s - r (s) ) ) ds.

现定义算子 P : C T →C T : (P u ) ( t) = x (u ) ( t) 兹证 P 是C T 上全连续算子. 事实上, 设S 是

C T 中的有界集: úuú ≤ a , Π u ∈ S , 于是

　 û (P u ) ( t) û = û ( I - X u (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X u ( t + T , s) f (s, u (s - r (s) ) dsû

　≤ û ( I - X u (T , 0) ) - 1û∫
t+ T

t
ûX u ( t + T , s) û õ û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

　≤ 1
1 - k∫

t+ T

t
exp (∫

t+ T

s
Λ(A (Σ, u (Σ) ) dΣ) û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

　≤ 1
1 - k∫

t+ T

t
û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

　 =
1

1 - k∫
T

0
û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds ≤ M T

1 - k
,

其中M = m ax
t∈〔0, T 〕

úx ú≤a

û f ( t, x ) û , 故 P (S )中诸函数一致有界.

　　记

b0= sup {û f ( t, x ) ûû ( t, x )∈[0, T ]×S },

b1= sup {ûA ( t, x ) ûû ( t, x )∈[0, T ]×S }.

又因为对任意 u∈S 有

d (P u ) ( t)
d t

=
dx (u ) ( t)

d t
= A ( t, u ( t) (P u ) ( t) + f ( t, u ( t- r ( t) ) ) ,

所以ú d (P u ) ( t)
d t

ú≤b1
M T
1- k

+ b0, 由此可见 P (S ) 中诸函数是等度连续的, 从而 P 是 C T →C T 的

紧算子.

下证 P 的连续性: 设 un , u 0∈C T , úun- u 0ú→0 (n→∞) , 令V = P u n- P u 0, 由 (3)得

　V ′= A ( t, un ( t) ) P u n ( t) - A ( t, u 0 ( t) ) P u 0 ( t) + f ( t, un ( t- r ( t) ) ) - f ( t, u 0 ( t- r ( t) ) )

= A ( t, un ( t) )V + [A ( t, un ( t) ) - A ( t, u 0 ( t) ) ]P u+ f ( t, u 0 ( t- r ( t) ) ). (5)

记

　f
3
n ( t)≡[A ( t, un ( t) ) - A ( t, u 0 ( t) ) ]P u 0 ( t) + f ( t, un ( t- r ( t) ) ) - f ( t, u 0 ( t- r ( t) ) ).

令 a= sup {úu 0ú , úu 1ú , úu 2ú ,. . . }, 由A ( t, x ) , f ( t, x ) 在[0, T ]×G 上 (其中 G = {x ∈R
n: ú x ú≤

a})的一致连续性, 及úP u 0ú≤M T
1- k

知, 当úu n- u 0ú→0时, û f
3
n ( t) û→0, 并且 (5)式可以写成

V ′= A ( t, un ( t) )V + f 3
n ( t) , (6)

即V ( t)是 (6)的 T 周期解, 于是由引理3, 有

V ( t) = X un
( t, 0)V (0) + ∫

t

0
X un

( t, 0)X un

- 1 (s, 0) f 3
n (s) ds,

其中

V (0) = ( I - X un
(T , 0) ) - 1∫

T

0
X un

(T , 0)X un

- 1 (s, 0) f 3
n (s) ds,

且
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ûX un
( t, 0)X un

- 1 (Σ, 0) û ≤ exp∫
t

Σ
Λ(A (s, u n (s) ) ) ds ≤ exp∫

t

Σ
Α(s) ds, 0 ≤ Σ≤ t ≤ T ,

　ûV (0) û ≤ û ( I - X un
(T , 0) ) - 1û∫

T

0
ûX un

(T , 0)X un

- 1 (s, 0) ûû f 3
n (s) ûds ≤ 1

1 - k∫
T

0
û f 3

n (s) ûds .

从而

ûV ( t) û ≤ ûX un
( t, 0) û õ ûV (0) û + ∫

t

0
ûX un

( t, 0)X un

- 1 (s, 0) ûû f 3
n (s) ûds

≤ ûV (0) û + ∫
t

0
û f 3

n (s) ûds ≤ ûV (0) û + ∫
T

0
û f 3

n (s) ûds

≤ 2 - k
1 - k∫

T

0
û f 3

n (s) ûds.

由此可见, 当úun- u 0ú→0时, 有úP u n- P u 0ú= úV ú→0, 综上所述 P 为C T 上全连续算子.

再定义函数 g (n) : (0, ∞) →R : g (n) =
1
n∫

T

0
sup

ûx û≤n
û f ( t, x ) ûd t, 由 2) 知 lim

n→∞
g (n) =

△

∆〈1 - k ,

ϖ N , 当 n〉N 时, g (n)〈∆1 = ∆+ Ε〈1 - k , 其中Ε=
1
2

(1 - k - ∆) , 现设Κ∈ (0, 1) , 若 u ∈C T ,

且 u = ΚP u , 则有

ûu ( t) û≤ Κû ( I - X u (T , 0) ) - 1û∫
t+ T

t
ûX u ( t + T , s) ûû f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

≤ 1
1 - k∫

t+ T

t
exp {∫

t+ T

s
Λ(A (Σ, u (Σ) ) dΣ}û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

≤ 1
1 - k∫

t+ T

t
û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds =

1
1 - k∫

T

0
û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds,

ûu ( t) û
úuú ≤ 1

1 - k∫
t

0

1
úuú sup

ûx û≤úuú
û f (s, x ) ûds =

1
1 - k

g (úuú ).

假如úuú〉N , 则有ûu ( t) û
úuú ≤ 1

1- k
∆1〈1, t∈[0, T ], 故 sup

0≤t≤T

ûu ( t) û
úuú ≤

∆1

1- k
〈1, 而另一方面, 显然有:

sup
0≤t≤T

ûu ( t) û
úuú =

úuú
úuú = 1, 矛盾. 此矛盾说明ú u ú≤N , 于是由L eray2Shauder 不动点定理 ( [ 6 ]) 知

算子 P 在C T 中存在不动点 u
3 , 且úu

3 ú≤N , 易知 u
3 就是 (1)的 T 2周期解.

推论1　若 (1)存在 R 上的 T 周期连续函数 Α( t) , Α( t) ¢ 0, 使得对任意 ( t, x ) ∈ [ 0, T ]×

R
n , 有 Λ(A ( t, x ) )≤Α( t)≤0, 记

k = exp∫
T

o
Α(s) ds (〈1) ; 2) lim

n→∞

1
n∫

t

0
sup

ûx û≤n
û f ( t, x ) ûd t〈1 - k ,

则方程 (1)存在 T 2周期解.

证明与定理1类同, 故从略

定理2　若定理1的条件1)或推论1的条件1) 成立, 且存在常数M 〉0, 使对 ( t, x ) ∈[ 0, T ]×

R
n , 有û f ( t, x ) û≤M , 则方程 (1)存在 T 2周期解.

证明　同定理1可以定义算子

P : C T →C T : (P u ) ( t) = x (u ) ( t) = ( I - X u (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X u ( t+ T , s) f (s, u (s- r (s) ) ) ds,

易证 P 是C T 上连续算子, 现设 Κ∈ (0, 1) , 若 u∈C T , 旦 u= ΚP u , 则
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　　ûu ( t) û≤Κû ( I - X u (T , 0) ) - 1û∫
t+ T

t
ûX u ( t+ T , s) ûû f (s, u (s- r (s) ) ) ûds

≤ 1
1- k∫

t+ T

t
exp {∫

t+ T

s
Λ(A (Σ, u (Σ) ) dΣ}û f (s, u (s- r (s) ) ) ûds

≤ 1
1- k∫

t+ T

t
û f (s, u (s- r (s) ) ) ûds≤

M T
1- k

.

从而有úu ú≤M T
1- k

, 由L eray2Shauder 不动点定理知, 算子 P 在 C T 中存在不动点 u
3 , 且ú u

3 ú

≤M T
1- k

, 易知 u
3 ( t)就是 (1)的 T 周期解.

定理3　若1)存在 R 上的 T 周期连续函数 Α( t) , 使对任意 ( t, x )∈[0, T ]×R
n 有

Λ(A ( t, x ) ) ≤ Α( t) , k = exp∫
T

o
Α(Σ) dΣ〈1;

　　2)　 lim
n→∞

1
n∫sup

ûx û≤n
û f ( t, x ) û ≤ 1 - k

M
, 其中M = sup

0≤s≤t≤T
exp {∫

t

s
Α(Σ) dΣ},

则方程 (1) 存在 T 周期解

证明　同定理 1, 定义算子 P : C T →C T :

(P u ) ( t) = x (u ) ( t) = ( I - X u (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X u ( t + T , s) f (s, u (s - r (s) ) ) ds.

仿定理 1 可证: P 是C T 上的全连续算子. 现定义函数

g (n) : (0, ∞) →R , g (n) =
1
n∫

T

0
sup

ûx û≤n
û f ( t, x ) ûd t.

由 2) 知 lim
n→∞

g (n) =
def

∆≤ 1 - k
M

, ϖ N 〉0, 当 n〉N 时, 有 g (n)〈∆1 = ∆ + Ε〈1 - k
M

, 其中 Ε=

1
2

(1 - k
M

- ∆) , 再设 Κ∈ (0, 1) , 若 u ∈C T , 且 u = ΚP u , 则有

ûu ( t) û ≤ Κû ( I - X u (T , 0) ) - 1û∫
t+ T

t
ûX u ( t + T , s) ûû f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

≤ 1
1 - k∫

t+ T

t
exp {∫

t+ T

s
Λ(A (Σ, u (Σ) ) ) dΣ}û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

≤ M
1 - k∫

t+ T

t
û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

=
M

1 - k∫
T

0
û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds (因为 f (s, u (s - r (s) ) ) 以 T 为周期)

ûu ( t) û
úuú ≤ M

1 - k∫
t

0

1
úuú sup

ûx û≤úuú
û f (s, x ) ûds =

M
1 - k

g (úuú ).

假如 úuú〉N , 则有 sup
0≤t≤T

ûu ( t) û
úuú ≤ M

1 - k
∆1〈1, 而另一方面, 显然有 sup

0≤t≤T

ûu ( t) û
úuú =

úuú
úuú = 1,

矛盾, 这说明 úuú ≤N , 于是由L eray2Shauder 不动点定理知, 算子 P 在C T 中存在不动点, 且

úu 3 ú ≤N , 易知 u 3 ( t) 就是 (1) 的 T 2周期解.

推论 2　若 1) 存在R 上的 T 2周期连续函数 Α( t) , 使对任意 ( t, x ) ∈ [0, T ] ×R n , 有

Λ(A ( t, x ) ) ≤ Α( t) , k = exp∫
T

0
Α( t) d t〈1;

　　2)　存在M 〉0, 使对任意 ( t, x ) ∈ [0, T ] ×R n , 有 û f ( t, x ) û ≤M ,

则方程 (1) 存在 T 2周期解.

—504—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



证明　同定理 3 可以定义算子: P : C T →C T :

(P u ) ( t) = x (u ) ( t) = ( I - X u (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X u ( t + T , s) f (s, u (s - r (s) ) ) ds.

仿定理1可以证明 P 是C T 上的全连续算子, 现设 Κ∈ (0, 1) , 若 u∈C T , 且 u= ΚP u , 则

ûu ( t) û≤ Κû ( I - X u (T , 0) ) - 1û∫
t+ T

t
ûX u ( t + T , s) ûû f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

≤ 1
1 - k∫

t+ T

t
exp {∫

t+ T

s
Λ(A (Σ, u (Σ) ) ) dΣ}û f (s, u (s - r (s) ) ) ûds

≤ M
1 - k∫

t+ T

t
exp {∫

t+ T

s
Α(Σ) dΣ}ds

≤M L T
1 - k

(这里L = sup
0≤s≤t≤T

exp {∫
t

s
Α(Σ) dΣ}).

从而有ú u ú≤M L T
1- k

, 于是由L eray2Shauder 不动点定理知, 算子 P 在 C T 中至少存在不动点

u
3 , 且úu

3 ú≤M L T
1- k

, 易知 u
3 ( t)就是 (1)的 T 2周期解.

作为 (1)的特例, 考虑如下拟线性方程

x ′( t) = A ( t) x ( t) + f ( t, x ( t - r ( t) ) ) , (7)

其中A ( t)为 n×n 连续矩阵,A ( t+ T ) = A ( t) , f , r 的定义同前.

定理 4 　若 1) exp∫
T

0
Λ(A (Σ) dΣ = k〈1; 　2) û f ( t, x ) - f ( t, y ) û ≤ L ûx - y û; 　3)

sup
0≤s≤t≤T

exp {∫
t

s
Λ(A (Σ) ) dΣ}〈1 - k

TL
, 则方程 (7)存在唯一 T 2周期解.

证明　任取 u∈C T , 考虑方程

x ′( t) = A ( t) x ( t) + f ( t, u ( t - r ( t) ) ). (8)

设X ( t, Σ)方程

x ′( t) = A ( t) x ( t) (9)

满足X (Σ, Σ) = I 的基本解矩阵, 由引理2知 ûX ( t, 0) û ≤ exp∫
t

0
Λ(A (Σ) ) dΣ , 当 t= T 时, 有

ûX (T , 0) û ≤ exp∫
T

0
Λ(A (Σ) ) dΣ= k〈1.

由此易证 ( I - X (T , 0) ) - 1存在, 且有û ( I - X (T , 0) ) - 1û≤ 1
1- k

, 由于 f , u , r 都是以 T 为周期

的连续函数, 故 f ( t, u ( t- r ( t) ) )仍是以 T 为周期的连续函数, 于是由引理3知 (8) 存在唯一 T 2
周期解 x (u ) ( t) , 且

x (u ) ( t) = ( I - X (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X ( t + T , s) f (s, u (s - r (s) ) ) ds.

现定义算子 P : C T →C T : (P u ) ( t) = x (u ) ( t).

下证 P 是C T 上的压缩映射, 事实上, 对任意 u 1, u 2∈C T 有

ûP u 1- P u 2û

　= û ( I - X (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
X ( t+ T , s) [ f (s, u 1 (s- r (s) ) ) - f (s, u 2 (s- r (s) ) ) ]dsû

　≤û ( I - X (T , 0) ) - 1û∫
t+ T

t
ûX ( t+ T , s) ûû f (s, u 1 (s- r (s) ) ) - f (s, u 2 (s- r (s) ) ) ûds
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　≤ 1
1- k∫

t+ T

t
exp∫

t+ T

s
Λ(A (Σ) ) dΣõL ûu 1 (s- r (s) ) - u 2 (s- r (s) ) ûds

　≤ L
1- k

sup
0≤s≤t≤T∫

t

s
Λ(A (Σ) dΣ∫

t+ T

t
ûu 1 (s- r (s) ) - u 2 (s- r (s) ) ûds

　≤ L
1- k

sup
0≤s≤t≤T∫

t

s
Λ(A (Σ) dΣ∫

t+ T

0
ûu 1 (s- r (s) ) - u 2 (s- r (s) ) ûds

　≤ TL
1- k

sup
0≤s≤t≤T∫

t

s
Λ(A (Σ) ) dΣúu 1- u 2ú ,

从而有úP u 1- P u 2ú≤ TL
1- k

sup
0≤s≤t≤T∫

t

s
Λ(A (Σ) ) dΣúu 1- u 2ú , 且由3)知

0〈 TL
1 - k

sup
0≤s≤t≤T∫

t

s
Λ(A (Σ) dΣ〈1.

这说明 P 是C T 上压缩映射, 由压缩映射原理知, 在C T 中存在唯一不动点 u
3 , 易见 u

3 ( t) 就是

(7)的唯一 T 2周期解.

推论3　若1) Λ(A ( t) )≤0 (¢ 0) ; 2) û f ( t, x ) - f ( t, y ) û≤L ûx - y û; 3) TL〈1- exp∫
T

0
Λ(A

(Σ) ) dΣ, 则方程 (7)存在唯一 T 2周期解.

证明　由 Λ(A ( t) )≤0 (¢ 0)知: 0〈exp∫
T

0
Λ(A (Σ) ) dΣ= k〈1, 算子 P 的定义完全同定理4, 下

证 P 为C T 上的压缩映射, 事实上, 对任意 u 1, u 2∈C T

ûP u 1- P u 2û

　≤û ( I - X (T , 0) ) - 1∫
t+ T

t
ûX ( t+ T , s) ûû f (s, u 1 (s- r (s) ) ) - f (s, u 2 (s- r (s) ) ) dsû

　≤ 1
1- k∫

t+ T

t
exp∫

t+ T

s
Λ(A (Σ) ) dΣõL ûu 1 (s- r (s) ) - u 2 (s- r (s) ) ûds

　≤ L
1- k∫

t+ T

t
ûu 1 (s- r (s) ) - u 2 (s- r (s) ) ûds

　=
L

1- k∫
T

0
ûu 1 (s- r (s) ) - u 2 (s- r (s) ) ûds

　≤ TL
1- k

úu 1- u 2ú.

从而úP u 1- P u 2ú≤ TL
1- k

úu 1- u 2ú , 而由3)知:

0〈 TL
1- k

〈1.

这说明 P 是 C T 上压缩映射, 故 P 在 C T 中存在唯一不动点 u
3 , 易知 u

3 ( t) 就是 (7) 的唯一 T

周期解.
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Per iod ic Solution s for a Class of H igher D im en siona l D elay
D ifferen tia l Equation s

Cao J ind e
(A dult Education Co llege, Ynnnan U niversity, Kunm ing 650091)

L i Q iong
(Kunm ing Junio r N o rm al Co llege, Kunm ing 650031)

Abstract

In th is paper, h igher d im en siona l delay differen t ia l equa t ion s of the fo rm

x ′( t) = A ( t, x ( t) ) x ( t) + f ( t, x ( t - r ( t) ) )

a re con sidered, w here the n×n m atrix A ( t, x ) and the n2vecto r f ( t, x ) a re con t inuou s in ( t,

x )∈R ×R
n , r ( t) is a delay depending on t im e t. U sing fixed po in t m ethod, ex istence and u2

n iqueness of period ic so lu t ion s to the above system are p roved under defined condit ion s.

Keywords　delay differen t ia l equa t ion, period ic deley, period ic so lu t ion.
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