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一个概周期锁相环路方程的概周期解的
存在唯一性和渐近稳定性

Ξ
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摘　要: 本文研究了一个概周期锁相环路方程的概周期解的存在唯一性及渐近稳定性,

得到了保证系统存在唯一渐近稳定的概周期解的充分条件.
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1　引　言

文献[ 1, 2 ]研究了鉴相特性为

g (Υ) =
(1 + k ) sinΥ
1 + kco sΥ　 (0〈k〈1) (1)

的带有周期强迫项的二阶非线性方程的周期解的存在唯一性及渐近稳定性. 但在实际问题中,

强迫项为周期函数是很难实现的,通常强迫项为一个概周期函数. 然而,目前国内外很少有人

对此作深入的研究. 本文研究了一个二阶非线性带有概周期强迫项的锁相环路方程

d2Υ
d t2 + f (Υ,

dΥ
d t

) dΥ
d t

+
(1 + k ) sinΥ
1 + kco sΥ = ue ( t) (2)

的概周期解的存在唯一性及其渐近稳定性. 这里 u 是一个正参数, f (Υ, Υα) 是关于变量Υ, Υα的连
续可微函数, e ( t) 是概周期函数. 为了研究的方便,先引进下面几条定理.

考虑一般的非线性概周期微分方程组

dx
d t

= f ( t, x ). (3)

　　定理1　设 1) f ( t, x ) ∈C (R × E n , E n) ,对 x ∈ E n 关于 t是一致概周期函数;

2)　方程 (3)有解 Υ( t) 在[ t0, + ∞) 上有界,且{Υ( t) , t≥ t0} = S ,则 (3) 必有R 上有界的

解 Ω( t) ,且对一切 t∈R 有 Ω( t) < S.

　　定理2　设 1)　f ( t, x ) 满足李普希兹条件,即存在常数L 〉0,对任意的 t∈R , x , y ∈S ,有
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ú f ( t, x ) - f ( t, y ) ú〈L úx - y ú;

2)　方程组 (3) 的解Υ( t) 是一致渐近稳定的,且对 t∈R + 有Υ( t) < s,则它是渐近概周期

的.

以上二条定理的证明见[ 3 ].

　　定理3　设方程组

dx
d t

= A x + B ( t) x (4)

(这里A 为 n × n 的常数矩阵, x ∈C (E
n) ,B ( t) 为 n × n 的函数规阵)满足

　　1)　其对应的齐线性方程组dx
d t

= A x 的一切解当 t→∞时都趋于零;

　　2)　úB ( t) ú〈C ,其中C 只与A 相关;则方程组 (4)的解与其对应的齐线性方程组的解有相

同的性质.

定理证明见文献[4 ].

1　概周期解的存在性

为了研究方程组 (2)概周期解存在性,把它改写成方程组

dΥ
d t

= Z ,

dZ
d t

= - f (Υ, Z ) Z - g (Υ) + ue ( t).

(5)

根据 (1) , g (Υ)显然有下面的性质:

1) g (Υ) = - g (- Υ) ;　2) 当ûΥû〈Υ3 时有 g′(Υ)〉0,它的图象见图1

图1

定理4　设方程组 (5)满足

1)　ûe ( t) û〈M (M 〉0) ;

2)　f (Υ, Z ) Ε Α〉0, f (Υ+ 2Π, Z ) = f (Υ, Z ) ;

3)　参数M 适当小,使它满足

8u 2M 2

Α2 ≤∫
Υ3

Υ0

(g (Υ) - uM ) dΥ, (6)
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这里 Υ0 是 g (Υ) - uM = 0的根,且 0〈Υ0〈Υ3〈Π, Υ3 是 g′(Υ) = 0根,

那么对方程 (5) 的每一个解,存在 t0 ( t0 依赖于 (5) 的解) 使得解当 t≥ t0时满足 ûΥ( t) û ≤L 1,

ûZ ( t) û ≤L 2,其中 0〈L 1 = Υ1 ≤ Υ3 ,L 2 = (4uM
Α ) 2 + 2∫

Υ0

0
g (Υ) dΥ.

为了证明定理4,首先证明下列引理.

设控制方程

dΥ
d t

= Z ,

dZ
d t

= - ΑZ - g (Υ) + uM

(7)

与

dΥ
d t

= Z ,

dZ
d t

= - ΑZ - g (Υ) - uM .

(8)

　　引理1　系统 (7)在上半柱面 {- Π≤Υ≤Π, 0〈Z ≤+ ∞}所确定的方向场与系统 (8) 在下

半柱面{- Π≤Υ≤Π, - ∞〈Z ≤ 0}所确定的方向场对对称于原点的点而言大小相等,方向相

反.

证明　先在上半柱面研究 (7) ,它在条形区域 - Υ3 ≤Υ≤Υ3 中唯一奇点为 (Υ0, 0) ,其中Υ0

为方程

g (Υ) - uM = 0 (9)

的根,由于 g (Υ)在[0, Υ3 ]上单调增加,且 g (0) = 0,因而当 uM〈M ax g (Υ)时,方程 (9)在 (0, Υ3 )

内存在唯一解 Υ0, 0〈Υ0〈Υ3 ,图2中画出的系统 (7)的水平等倾线 # 1: ΑZ = - g (Υ) + uM ,将上半

平面分成两个区域,其方向场如下:

区域É　　　　　　dΥ
d t
〉0,

dZ
d t
〉0;　区域Ê　　　　dΥ

d t
〉0,

dZ
d t
〈0.

同样在下半柱面上讨论系统 (8) ,此时在区域: - Υ3 ≤Υ≤Υ3 中唯一奇点为 (- Υ0, 0) ,它的水

平等倾线 # 2: ΑZ = g (Υ) - uM 将下半柱面分成二部份,它的方向场见图2.

引理2　当

1
2

Z 2
0 ≤∫

Υ3

Υ0

(g (Υ) - uM ) dΥ (10)

时,过点 (Υ0, Z 0)的系统 (5)的相轨线决不与 Υ= Υ3 相交.

证明　作方程 (7)的比较方程

dΥ
d t

= Z ,

dZ
d t

= - g (Υ) + uM ,

(11)

方程 (11)的相轨线方程为 Z
dZ
d t

= - g (Υ) + uM ,两端积分得∫
Z

0
Z dZ =∫

Υ

Υ3 (uM - g (Υ) dΥ,特别

当 Υ= Υ0, Z = Z 0时,有 1
2

Z 2
0≤∫

Υ3

Υ0

(g (Υ) - uM ) dΥ,由于过一定点的轨线的唯一性定理知道,
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当 Z 0满足 (10)时,方程组 (11)的轨线决不与直线 Υ= Υ3 (Z〉0) 相交,又因为dZ
dΥû (7)〈dZ

dΥû (11) ,

所以由比较定理知,系统 (7) 的轨线在系统 (11) 的轨线的下方,因为必不与直线 Υ= Υ3 (Z ≥

0) 相交.

设 u 适当小,使它满足8u 2M 2

Α2 ≤∫
Υ3

Υ0

(g (Υ) - uM ) dΥ. 如果取

Z 1 = 2∫
Υ3

Υ0

(g (Υ) - uM ) dΥ,

则 Z 1 ≥
4uM

Α ,过点A (Υ0, Z 1) 作系统 (7) 的轨线A B ,由引理 2知,它必交 Υ轴于点B (Υ1, 0) ,其

中 Υ1 满足 Υ0〈Υ1〈Υ3 , 再过B 作系统 (8) 的轨线B C , 它必与直线 Υ= Υ0 (Z〈0) 相交于点 (Υ0,

- Z 0) ,见图 3.

　　　　　　　　图 2　　　　　　　　　　　　　　　　　　图 3

引理 3　曲线弧A B 是凸向上的.

证明　方程 (7)的轨线方程为

Z
dZ
dΥ = - ΑZ - g (Υ) + uM . (12)

对 (12)两边关于 Υ求导,得 Z
d2Z
dΥ2 +

dZ
d t

2

= - ΑdZ
dΥ- g′(Υ). 对上式两端乘以 Z ,并利用 (12)得

Z 2 d2Z
dΥ2 = - ΑZ

dZ
dΥ - Z g′(Υ) -

dZ
dΥ(- ΑZ - g (Υ) + uM ) ,

化简得 Z
2d2Z
dΥ2 = (g (Υ) - uM ) dZ

dΥ- Z g′(Υ). 因为 g (Υ) - uM 〉0,
dz
dΥ〈0, Z〉0, g′(Υ)〉0,所以d2Z

dΥ2〈0,

因此曲线弧A B 是凸向上的.

引理4　除去点A (Υ0, Z 1)外,A B C弧上一切点的纵坐标 Z 满足ûZ û〈Z 1.

证明　分两种情况证明:

情况1　曲线B C不与水平等倾线 # 2: ΑZ = - g (Υ) - uM 相交 (图4) ,此时延长B C交 # 2于点

Q (Ν, Γ) ,
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则Q 是最低点且0〈Ν〈Υ0,在A B 上, ûZ û〈Z 1, 在 # 2上,Q (Ν, Γ)应满足曲线方程

Γ=
- g (Φ)

Α -
uM

Α≥
- g (Υ0)

Α -
uM
Α = -

uM
Α -

uM
Α = -

2uM
Α ,

所以ûΓû〈2uM
Α〈Z 1.

情况2　曲线B C与 # 2相交于Q (Ν, Γ) (图5) ,此时0〈Υ0〈Ν,对方程 (8)沿曲线B C ,从B 至Q

进行积分,得 1
2

Γ2 = - Α∫
Φ

Υ1

Z dΥ-∫
Φ

Υ1

g (Υ) dΥ- uM (Φ- Υ1) , 即

1
2

Γ2〈-∫
Φ

Υ1

g (Υ) dΥ- uM (Φ- Υ1). (13)

另一面,沿曲线A B 对方程 (7)从A 至B 进行积分,得
1
2

Z 2
1 = - Α∫

Υ1

Υ0

Z dΥ-∫
Υ1

Υ0

g (Υ) dΥ+ uM (Υ1 - Υ0). (14)

(13) + (14)得

1
2

Γ2 -
1
2

Z 2
1〈- Α∫

Υ1

Υ0

Z dΥ-∫
Φ

Υ0

g (Υ) dΥ+ uM (Υ1 - Υ0) + uM (Υ1 - Φ)

〈- Α∫
Υ1

Υ0

Z dΥ-∫
Φ

Υ0

g (Υ) dΥ+ 2uM (Υ1 - Υ0).

因为∫
Υ1

Υ0

Z dΥ〉1
2

Z 1 (Υ1 - Υ0) , 所以上式可化为

1
2

Γ2 -
1
2

Z 2
1〈-

Α
2

Z 1 (Υ1 - Υ0) -∫
Φ

Υ0

g (Υ) dΥ+ 2uM (Υ1 - Υ0)

〈(-
Α
2

Z 1 + 2uM ) (Υ1 - Υ0) = -
Α
2

(Z 1 -
4uM

Α ) (Υ1 - Υ0).

由假设 Z 1≥
4uM

Α ,所以 1
2 Γ2-

1
2 Z

2
1〈0,即ûΓû〈Z 1.

引理5　当ûZ û〉2uM
Α 时,系统 (5)的轨线由外向内的通过曲线V =

1
2

Z 2 +∫
Υ

0
g (Υ) dΥ.

证明　上述V 函数为定正的,且曲线V = C 同时对称于 Υ轴 Z 轴,从而关于原点对称,且

有

dV
d t (5)

= Z
dZ
d t

+ g (Υ) dΥ
d t

= - f (Υ, Z ) Z 2 + Z ue ( t)
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〈- ΑûZ û 2 + uM ûZ û = ûZ û (- ΑûZ û + uM )〈0.

　　引理6　在上半柱面,系统 (5)的轨线均自外部穿入系统 (7)的轨线,在下半柱面,系统 (5)

的轨线均自外部穿入系统 (8)的轨线.

证明　系统 (7)的轨线为 u (Υ, Z ) =
Z 2

2
+ Α∫

Υ

0
Z (s) ds +∫

Υ

0
g (s) ds - uM Υ= C. 沿着系统

(5)的轨线的方向导数为

du
d t (5)

=
5 u
5 Z

dZ
d t

+
5 u
5 Υ

dΥ
d t

= Z
2 (Α- f (Υ, Z ) ) + Z (ue ( t) - uM )〈0,

类似地,在下半柱面,系统 (8)的轨线为

w (Υ, Z ) =
Z 2

2
+ Α∫

Υ

0
Z (s) ds +∫

Υ

0
g (s) ds + uM Υ= C ,

dW
d t (5)

= z [ - f (Υ, Z ) Z - g (Υ) + ue ( t) ] + (ΑZ + g (Υ) + uM ) Z

= Z 2 (Α- f (Υ, Z ) ) + Z (ue ( t) + uM )〈0.

　　现在证明定理4, 在 Υ- Z 平面上, 作关于原点对称的闭曲线 # , 作法如下: 过点 A (Υ0,

4uM
Α )作系统 (7)的轨线A B ,它与 Υ轴交于点B (Υ1, 0) ,由引理2知 Υ0〈Υ1〈Υ3 ,过B 点作系统 (8)

的轨线B C ,则A B C上的一切点的纵坐标ûZ û〈4uM
Α (引理4) ,在A C 的延长线上取点D ,使A H

= D H ,则D 点坐标为D (Υ0, -
4uM

Α ) ,过点A 作曲线
Z 2

Z
+∫

Υ

0
g (Υ) dΥ=

1
2

(4uM
Α ) 2 +∫

Υ

0
g (Υ) dΥ,

由于对称性,此曲线必交直线 Υ= - Υ0于D′(- Υ0,
4uM

Α ) ,显然D (Υ0,
- 4uM

Α )与D′(- Υ0,
4uM

Α )

关于原点对称, 然后关于原点对称原则, 作闭曲线 # 的其它都分DA ′B ′C′D′, 由此得到 # :

A B CDA ′B ′C′D′A ,由引理1知B ′C′是系统 (7)的轨线, A ′B ′是系统 (8)的轨线. 由引理5知沿曲

线A D′,DA ′,系统 (5)的轨线均指向 # 内部,又由引理6知沿曲线A B C ,A ′B ′C′, (5)的轨线也均

指向 # 内部;在线段CD 上,有dΥ
dZ

= Z〈0,系统 (5)的轨线也穿入内部,只有B ,B ′点上,系统 (5)

的方向与 # 相切,但它不是从内向外穿出,因此,轨线进入由 # 所界的区域 8 之后. 就永远不
会走出此区域,因此 8 是最终有界区域,因此对 (5)的任一解 (Υ( t) , Z ( t) )都存在 t0,使得对 t≥
t0都有ûΥ( t) û≤L 1, ûZ ( t) û≤L 2.

图 6
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　　定理5　设系统 (5)满足定理4的条件,且

1)　f (Υ, Z )≤Α3 , f ′(Υ, Z ) Φ C , Β≤g′(Υ)≤Β3 ;

2)　Α[2 (Β3 - Β) + (Α3 - Α) + C (2L 1+ L 2) ]+ (Β+ 1) (2CL 2+ Β3 - Β+ 2 (Α3 - Α)〈2ΑΒ,

则系统 (4)存在概周期解,且是一致渐近稳定的.

证明　由定理4,对一切 t≥t0,系统 (5)的解 (Υ( t) , Z ( t) ) < 8 ,又由定理1 知,方程 (5)有解

(Υλ( t) , Zθ ( t) ) ,对一切 t∈R 都包含在 8 中,现先证明 (Υλ( t) , Zθ ( t) )在 8 中是一致渐近稳定的. 令

u = Υ( t) - Υ( t) ,

v = Z ( t) - Z ( t).

于是方程 (5)可化为

du
d t

= v ,

dv
d t

= - [Z f ′Υ(ΥλZθ) + g′(Υλ) ]u - [ f (Υλ, Zθ) + Zθf ′Z (Υλ, Zθ) ]v + 5 (u , v )
.

其中 5 (u , v )是关于 u , v 的高次项所组成的. 我们把上述方程组化成如下形式,并去掉高次项.

du
d t

= v ,

dv
d t

= - Βu- Αv - Zθf ′Υ(Υλ, Zθ) u - (f (Υλ, Zθ) - Α) v - (g′(Υλ) - Β) u - Zθf ′Z (Υλ, Zθ) v.

(15)

取李雅普诺夫函数V = a11u
2+ 2a12uv + a22v

2,其中 a11= Β2+ Β+ Α2, a12= Α, a22= Β+ 1. 容易证

明V 是正定的二次型,且

　dV
d t (5)

= - 2ΑΒ(u
2+ v

2) - (2a12u+ 2a22v ) [Zθf ′Υ(Υλ, Zθ) u+

　 (f (Υλ, Zθ) - Α) v + (g′Υ(Υλ) - Β) u - Zθf ′Z (Υλ, Zθ) v ]

= - 2ΑΒ(u
2+ v

2) - 2a12 [Zθf ′Υ(Υλ, Zθ) u
2+ (f (Υλ, Zθ) - Α) uv +

　 (g′(Υλ) - Β) u
2- Zθf ′Z (Υλ, Zθ) uv - 2a22 [Zθf ′Υ(Υλ, Zθ) uv +

　 (f (Υλ, Zθ) - Α) v
2+ (g′Υ(Υλ) - Β) uv + Zθf ′Z (Υλ, Zθ) v

2 ]

≤- 2ΑΒ(u
2+ v

2) + [2Α(Β3 - Β) + Α(Α3 - Α) + ΑcL 2+

　2ΑcL 1+ (Β+ 1) [2cL 2+ Β3 - Β+ 2 (Α3 - Α) ] (u
2+ v

2)〈0

所以方程 (15)的零解是一致渐近稳定的,从而 (5)的解 (Υλ( t) , Zθ ( t) )是一致渐近稳定的,注意到

( 5)的右端满足李普希兹条件,根据定理2知道 (Υλ( t) , Zθ ( t) )是渐近概周期的,其概周期部分 ( Υ
～

( t) , Z ( t) )即为 (5)在 8 中的概周期解,由于一致渐近稳定性是可继承的,因此概周期解 ( Υ
～

( t) ,

Z ( t) )也是一致渐近稳定的.

2　概周期解的唯一性

定理6　设系统 (5)满足定理4- 5的条件,且 f (0, 0) = b,则系统 (5)存在唯一的概周期解.

证明　为了证明系统 (5)的概周期解的唯一性,仅需证明系统 (5)是非常稳定的. 假设 (Υ1

( t) , Z 1 ( t) )和 (Υ2 ( t) , Z 2 ( t) )是 (5)的任意二个解. 这里,当 t≥t0时,有û Υi ( t) û≤L 1, û Z i ( t) û≤L 2

( i= 1, 2) ,把他们代入方程得到
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dΥ1

d t
= Z 1

dZ 1

d t
= - f (Υ1, Z 1) Z 1 - g (Υ1) + ue ( t) ;

(16)

dΥ2

d t
= Z 2,

dZ 2

d t
= - f (Υ2Z 2) Z 2 - g (Υ2) + ue ( t).

(17)

(16) - (17)得:

d (Υ1 - Υ2)
d t

= Z 1 - Z 2,

d (Z 1 - Z 2)
d t

= f (Υ2, Z 2) Z 2 - f (Υ1, Z 1) Z 1 + g (Υ2) - g (Υ1).

(18)

把 (18)式的右端改写成:

　f (Υ2Z 2) Z 2- f (Υ1Z 1) Z 1+ g (Υ2) - g (Υ1) = - f (Υ1Z 1) Z 1+ f (Υ2Z 2) Z 1-

　　f (Υ2Z 2) Z 1+ f (Υ2Z 2) Z 2+ g (Υ2) - g (Υ1)

　= - f (Υ2Z 2) (Z 1- Z 2) - [ f ′Υ(Υ1+ Η1 (Υ2- Υ1) , Z 1+ Η1 (Z 2- Z 1) ) (Υ1- Υ2) ]Z 1-

　　[ f ′Z (Υ1+ Η1 (Υ2- Υ1) , Z 1+ Η1 (Z 2- Z 1) ) (Z 1- Z 2) ]Z 1- g′(Υ1+ Η2 (Υ2- Υ1) ) (Υ1- Υ2) ,

这里0〈Ηi〈1　 ( i= 1, 2).

令 x = Υ1 - Υ2, y = Z 1 - Z 2, h i ( t) = Υ1 ( t) + Ηi (Υ2 ( t) - Υ1 ( t) ) , l ( t) = Z 1 ( t) + Η1 (Z 2 ( t) - Z 1

( t) ) ,这里ûh i ( t) û≤L 1, û l ( t) û≤L 2. 于是 (18)可化为

dx
d t

= y ,

dy
d t

= - [Z 1f ′Υ(h 1 ( t) l ( t) ) + g′(h2 ( t) ) ]x - [ f (Υ2Z 2) + Z 1f ′Z (h 1 ( t) l ( t) ) ]y.

(19)

因为 f (0, 0) = b, g′(0) = 1,把 (19)改写为

dx
d t

= y ,

dy
d t

= - x - by + [1 - g′(h2 ( t) ) - Z 1f ′Υ(h 1 ( t) l ( t) ) ]x +

　　　　[b - f (Υ2, Z 2) - Z 1f ′Z (h 1 ( t) l ( t) ) ]y.

(20)

为了表达方便,把 (20)写成矩阵形式

du
_

d t
= A u

_
+ B ( t) u

_
, (21)

这里

　u
_

=
x

y
,A =

0 1

- 1 - b
,

　B ( t) =
0 0

1- g′(h 2 ( t) ) - Z 1f ′Υ(h 1 ( t) l ( t) ) b- f (Υ2, Z 2) - Z 1f ′Z (h 1 ( t) l ( t) )
,

(21)对应的齐线性方程组
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du
_

d t
= A u

_
(22)

是全局渐近稳定的,因为A
� 的特征根均具负实部. 此外,B ( t)满足定理3的条件,所以 (21)的解

是全局渐近稳定的,因此方程组 (5)是非常稳定的,即 (5)的概周期解 ( Υ
～

( t) , Z
� ( t) )是唯一的 (在

柱面H 内).
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Ex istence, Un iqueness and A sym ptotic Stabil ity of
A lm ost Per iod ic Solution of an A lm ost Per iod ic Equation

in Phase L ocked Technology

J in J un
(Shanghai T eachers′U niversity)

Abstract

In th is paper, w e stady the ex istence, un iqueness and asym p to t ic stab ility of a lm o st pe2
riod ic so lu t ion of an a lm o st period ic equat ion in phase locked techno logy. W e ob ta in som e

sufficien t condit ion s w h ich guaran tee the ex istence, un iqueness and asym p to t ic stab ility of

the a lm o st period ic so lu t ion of the system.

Keywords　a lm o st period ic system , p lase locked loop equat ion, a lm o st period ic so lu t ion, ex2
istence and un iqueness, asym p to t ic stab ility.
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