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W -L ike 空间可数积的L indeloβf 性质
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摘　要: (1)X 是W -L ike 空间, 则 bX 是L indeloβf 空间; (2)若X n, n∈N 是W -L ike 空间,

则∏
n∈N

X n 是L indelof 空间.
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1　引　言

在 [1 ], [ 4 ]中引入并讨论了 K-L ike 空间, 证明了紧2L ike 空间的有限积是L indeloβf 空间,

人们自然想到可数积问题, 本文证明了W 2L ike 空间的可数积是L indeloβf 空间.

让 K 是空间类, 满足 X ∈K, 则闭子集族2
X Α K.

I-代表所有单点空间及空集构成的类;

W -所有可数空间类.

定义　Α∈Ξ2为偶数 (奇数) : 如果有 n∈Ξ, k∈Ξ, 使 Α= nΞ+ 2k (nΞ+ 2k+ 1).

定义1　 有两局中人 É 与 Ê , 交替选取X 的子集构成序列 (E Α: Α∈ Ξ2) 中的相邻项, 使得

每个局中人选择 E Α+ 1 时已经知道K, E 0, E 1, ⋯, E Α, Α〈Ξ2. 若满足下述条件, 则称 (E Α: Α∈Ξ2) 为

G 3 (K, X ) 中的局. E 0 = X , 对 Α∈ Ξ, n ∈ Ξ , 有:

(1)　E nΞ+ 2Α+ 1是局中人É 选取的;

(2)　E nΞ+ 2Α是局中人Ê 选取的;

(3)　E nΞ+ 2Α+ 1∈K;

(4)　E nΞ+ 2Α∈2
X
;

(5)　E nΞ+ 2Α+ 1< E nΞ+ 2Α;

(6)　E nΞ+ 2Α+ 2< E nΞ+ 2Α;

(7)　E nΞ+ 2Α+ 2∩E nΞ+ 2Α+ 1= Á ;

(8)　E nΞ= ∩
m〈n
Α∈Ξ

Em Ξ+ 2Α, n≥1.

若∩{E nΞ+ 2Α: n∈Ξ, Α∈Ξ}= Á , 则称局中人É 赢. 若 S (E 0, E 1, ⋯, E nΞ+ 2Α) = E nΞ+ 2Α+ 1, 则称 S 是 I

的策略, 若 I用 S 能赢每一局, 称 S 是 I赢的策略, 记 S ∈ I3 (K, X ) , ( I3 (K, X ) 为 I的赢的策
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略集) , 此时称 X 为 K3 2L ike 空间. 当每一局都形如 (E n: n∈Ξ) 时, K3 2L ike 就是[ 1 ]中的 K-

L ike 空间.

定义2[ 2 ]　给定拓扑空间 (X , T ) , b (X , T ) 代表由 (X , T ) 的 G ∆2集生成的拓扑, 有时 T
没有提到, 用 bX 代表 b (X , T ).

定理3
[ 5 ]　X n 是L indeloβf P 2空间, n∈N, 则∏

n∈N
X n 是L indeloβf 空间.

定理4　X 是W 2L ike 空间, 则X 是 I2
3

L ike 空间.

证明　令 S ∈I(W , X ) , E 0= A 0= X , 下面定义 t∈ I3 ( I, X ) , E 1= S (E 0)∈W. 令 E 1= {x
1
k: k

∈N}, A 1= t (A 0) = {x
1
1}. 对 p ∈Ξ2, p 是奇数及 n∈Ξ, 有 G

3 ( I, X ) 中容许列 (A 0, A 1, ⋯, A p ) 与

G (W , X )中容许列 (E 0, E 1, ⋯, E 2n+ 1)满足 E 2m + 1= S (E 0, E 1, ⋯, E 2m ) = {x
2m + 1
k : k∈N},m ≤n. 对

q〈p , q 是偶数, 有最小的m ≤n , 使 E 2m + 1∩A q≠Á . 令 k q = m in {k: x
2m + 1
k ∈A q, k∈N }. A q+ 1 =

{ x
2m + 1
kq

}= t (A 0, ⋯, A q) , A p ∩E 2m + 1= Á (m〈n) , 对 X 中的闭集A p + 1, (A 0, A 1, ⋯, A p , A p + 1) 是

G
3 ( I, X )中容许列. 若A p + 1∩E 2n+ 1≠Á , 令A p + 2 = {x

2n+ 1
kp + 1 }, 其中 k p + 1 = m in{k: x

2n+ 1
k ∈A p + 1, k

∈N}. 若A p + 1∩E 2n+ 1 = Á , 令 E 2n+ 2 = A p + 1, A p + 2 = {x
2n+ 3
1 }, 其中 E 2n+ 3 = S (E 0, ⋯, E 2n+ 2 ) =

{x
2n+ 3
k : k∈N}. 定义 t (A 0, ⋯,A p ,A p + 1) = A p + 2. 如此进行下去, 得到G

3 ( I, X ) 中局 (A 0, A 1, ⋯,

A p , A p + 1, ⋯) 及 G (W , X ) 中局 (E 0, E 1, ⋯, E n , ⋯) 满足 t (A 0, ⋯, A p + 1) = A p + 2, p ∈Ξ2是奇数.

E 2n+ 1= s (E 0, ⋯, E 2n) , n∈N. 任意 n∈N, 存在 p ∈Ξ2, p 是奇数, 使A p + 1= E 2n. 而∩E 2n = Á , 因

此∩{A q: q∈Ξ2, q 是偶数}= Á . 因此 t∈I3 ( I, X ) , X 是 I3 2L ike 空间.

在[4 ]中给出了W 2L ike 非 I2L ike 的例子, 上述定理说明 I3 2L ike 未必是 I2L ike 空间.

规定若 d (u ) = (E 0, E 1, ⋯, E n) , d (u ) Ý E n+ 1= (E 0, ⋯, E n , E n+ 1).

定理5　 (X , T )是W 2L ike 空间, 则 bX 是L indeloβf 空间.

证明　由定理4知, X 是 I3 2L ike 空间, 令 s∈I3 ( ( I, X ). 设 U 是 bX 基中元素构成的开覆

盖. E 0= X , E 1= s (E 0) = {x E 0}, 则存在 uE 0∈U , 使 x E 0∈uE 0. 令 d (uE 0
) = (E 0, E 1) , U 1= {uE 0}.

X øuE 0= ∪F uE0
, 令 F 2= F uE0

, ûF 2û≤Ξ. 任意 F ∈F 2, 则 (E 0, E 1, F ) 是 G
3 ( I, X ) 中容许列,

记 s (E 0, E 1, F ) = {x F }, 则存在 uF∈U , 使 x F∈uF. 令 U 3= {uF: F∈F 2}. 记 d (uF ) = (E 0, E 1,

F , {x F }) , uF∈U 3, 则ûU 3û≤Ξ.

如此进行下去, 对 p ∈Ξ2, p 是奇数已有 U q, q≤p , q 是奇数及闭集族 F m , m 是小于 p 的

偶数. 满足 U q Α U , ûU q û≤Ξ, ûF m û≤Ξ. 任意 u∈U q, 有容许列 d (u ) = (E
u
0, E

u
1, ⋯, E

u
q- 1,

E
u
q) , E

u
qΑ u. F m = ∪{F u: u∈Um - 1}, ûF u û≤Ξ, u∈Um - 1. 对 F∈F u , u∈Um - 1, d (u ) + F 构

成容许列. 对 u∈Um - 1, 若 d (u ) = (E
u
0, E

u
1, ⋯, E

u
m - 2, E

u
m - 1) , ∪F u= E

u
m - 2øu.

下面构造 U p + 1, 对 u∈U p , 令 d (u ) = (E
u
0, E

u
1, ⋯, E

u
q- 1, E

u
q) , 由于 E

u
q< u , 且 u 是G ∆ 集, 故

有 E
u
q- 1øu= ∪F u , 其中 F u 是可数闭集族. 令 F p + 1= ∪{F u: u∈U p }, 对 F∈F p + 1, 有 u∈

U p , 使 d (u ) Ý F 构成 I3 ( I, X ) 中容许列, 令 s (d (u ) Ý F ) = {x F }, 有 uF ∈U , 使 x F ∈uF , 令

d (uF ) = d (u ) Ý F Ý {x F }. U p + 2 = {uF: F ∈ F p + 1}, ûU p + 2û ≤ Ξ.

如此进行下去, 对 Ξ2中奇数 p , 有可数开集族 U p < U , 下证 V= ∪{U p: p 是 Ξ2中的奇

数}是X 的覆盖.

假若有 x | ∪V, 则 x | uE 0, 因此有 F 2∈F 2, 使 x ∈F 2. 如此进行下去, 对m ∈Ξ2, m 是偶
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数, 有 F n∈F n , x ∈F n , n≤m , n 是偶数, 且 u∈U n+ 1, 使得 d (u ) = (F 0, {x F 0}, ⋯, F n , {x F n
}) ,

其中 F 0= X , {x F q
}= s (F 0, {x F 0}, ⋯, F q) , q≤n , q 是偶数. 由于 x | ∪Um + 1, 而 x ∈Fm , 因此有

F ∈F m + 2, 使 x ∈F , 令 F = Fm + 2. 令 d (u ) Ý Fm + 2是容许列, 由上述构造可知, 有 u′∈Um + 3, 使

d (u′) = d (u ) Ý Fm + 2Ý s (d (u ) Ý Fm + 2). 如此有 I3 ( I, X ) 中局 (F 0, {x F 0}, ⋯, F n , {x F n
}, ⋯) , x ∈

∩{F n: n∈Ξ2, n 是偶数}, 矛盾, 故此∪V= X , X 是L indeloβf 空间.

定理6　 (X n , T n)是W 2L ike 空间, n∈N, 则∏
n∈N

X n 是L indeloβf 空间.

证明　对n ∈N, 知道bX n 是L indeloβf空间, 由定理3知∏
n∈N

bX n 是L indeloβf空间. f : ∏
n∈N

bX n

→∏
n∈N

X n 恒同映射是连续映射, 故此∏
n∈N

X n 是L indeloβf 空间.

推论 7　 对 n ∈ N, 若 (X n , T n) 是 I2L ike 空间, 则∏
n∈N

X n 是L indeloβf 空间.

推论 8　 对 n ∈ N, (X n , T n) 是L indeloβf W 2散布正则空间, 则∏
n∈N

X n 是L indeloβf 空间.

证明　L indeloβf W 2散布空间是W 2L ike 空间 (参见[1 ]) , 并由定理可知此推论成立.
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The L indeloβf Property of Coun table Products
of W -L ike Spaces

P eng L iang x ue
(D ep t. of M ath. , Cap ital N o rm al U niversity, Beijing 100037)

Abstract

(1) If X isW - like space, then bX is L indeloβf space; 　 (2) If X n isW - like space, n ∈N ,

then ∏
n∈N

X n is L indeloβf space.
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