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摘　要: 本文研究了复射影空间中的实22调和超曲面和实极小超曲面之间的关系, 推广

了L aw son H. B 和 Kon M. 关于实极小超曲面的 P inch ing 结果.
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1　引　言

根据 J. Eells 和L. L em aire 的设想, 姜国英在文[ 1, 2 ]两文中讨论了黎曼流形间的22调和

映照, 给出了22调和映照所应满足的条件, 并确定了目标流形为单位球面和复射影空间时的22
调和等距浸入的若干性质. 为方便起见, 称22调和等距浸入的子流形为22调和子流形. 由 [ 2 ]

知, 22调和子流形是极小子流形的推广.

文[6 ]研究了单位球面中的22调和超曲面, 获得了类似 J. Sim on s 关于极小超曲面的

P inch ing 定理. 本文研究复射影空间中的实22调和超曲面, 讨论了实22调和超曲面与实极小超

曲面的关系 (定理1) , 推广了L aw son H. B [ 3 ]和 Kon. M. [ 4 ]关于实极小超曲面的 P inch ing 结果

(定理2, 定理3).

2　基本理论和公式

设 CP
n 是具备 Fub in i2study 度量的复 n 维射影空间, 它的常数全纯截面曲率为4. 用 S

m

表示m 维单位球面, 则存在Hopf 纤维化 Πθ: S
2n+ 1→CP

n , 它是一个全测地纤维的R iem ann Sub2
m ersion [ 3 ]. 如所知, 在 S

2n+ 1中存在C liffo rd 超曲面:

M{ 2p + 1, 2q+ 1= S
2p + 1 ( 2p + 1

2n
)×S

2q+ 1 ( 2q+ 1
2n

) , p + q= 2n- 1.

若使它的纤维都位于复子空间中, 则就有一个与 Πθ 相容的 R iem ann Subm ersion Π: M{ 2p + 1, 2q+ 1
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→M p , q, 即有交换图1

　　　　　　　　　　　　　　　　 M{ 2p + 1, 2q+ 1

iγ
S

2n+ 1

û û
　　　　　　　　　　　　　　　　Πû ûΠθ
　　　　　　　　　　　　　　　　 ↓　　　　　↓

M p , q

i
CP

n

图1

其中 i 和 iγ都是等距浸入.

现考虑实 (2n- 1)维黎曼流形M 到CP
n 的等距浸入 i:M →CP

n , 有交换图2.

　　　　　　　　　　　　　　　　 M{
iγ

S
2n+ 1

û û
　　　　　　　　　　　　　　　　Πû ûΠθ
　　　　　　　　　　　　　　　　 ↓ ↓

M
i

CP
n

图2

其中 iγ:M →S
2n+ 1是实2n 维黎曼流形M 到S

2n+ 1的等距浸入, Π是与 Πθ 相容的R iem ann Subm er2
sion.

设 J 是CP
n 的复结构,N 是M 的单位法向量场, 对于M 的任意切向量场X , 可记

J X = FX + u (X )N , J N = - U , (2. 1)

其中 FX 是 J X 切于M 的分量, u 是M 的12形式,U 是M 的单位切向量场. 由此,

u (x ) = 〈x ,U 〉,〈FX , Y 〉+ 〈X , F Y 〉= 0, (2. 2)

其中,〈, 〉表示M 的黎曼内积. 设A 是M 的第二基本形式, 它的迹H = traceA ö(2n- 1)称为平

均曲率. 根据[7 ]的一个定理, CP
n 中不存在全脐点实超曲面. 因此

S 〉0, S 〉(2n - 1)H 2. (2. 3)

CP
n 的曲率张量

K (X ′, Y ′) Z′=〈Y′, Z′〉X ′- 〈X ′, Z′〉Y ′+〈J Y ′, Z′〉J X ′-

　　　〈J X ′, Z′〉J Y ′- 2〈J X ′, Y ′〉J Z′, (2. 4)

其中X ′, Y ′, Z′都是CP
n 的切向量场. 由M 的 Gau ss 方程,M 的曲率张量和R icci 曲率张量分

别为

R (X , Y ) Z = 〈Y , Z〉X - 〈X , Z〉Y + 〈F Y , Z〉FX - 〈FX , Z〉F Y -

　　2〈FX , Y 〉F Z + 〈A Y , Z〉A X - 〈A X , Z〉A Y , (2. 5)

R ic (X , Y ) = 2 (n - 1) + 3〈FX , F Y 〉+ (2n - 1)H〈A X , Y 〉- 〈A 2X , Y 〉, (2. 6)

其中X , Y , Z 是M 的切向量场.

设{ei}是M 的局部标准正交基, {Ξi
}是其对偶基, 则对M 上的任意光滑函数 f , 可令

d f = ∑f iΞi, ∑f ij Ξj = d f i - ∑f j Ξj i,

∑f ij k Ξk = d f ij - ∑f k j Ξk i - ∑f ik Ξk j ,

其中指标的取值范围: i, j , k = 1, 2, ⋯⋯, 2n - 1, 且约定∑号下重复指标表示求和. 直接计

算, 易知

f ij = f j i, f ijk - f ik j = ∑f m R m ijk , (2. 7)

—234—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



其中R m ijk是M 的曲率张量R 的分量.

设M 的第二基本形式A 的分量为 h ij , 则A 的长度平方 S = ∑h
2
ij . 由[ 2 ]及 (2. 4) , 直接

计算得

引理1　M 是CP
n 中的实22调和超曲面的充要条件是

∑h ijH j = -
2n - 1

2
H H i, 　 (Π i) (2. 8)

△H = [S - 2 (n + 1) ]H , (2. 9)

其中△是关于M 上度量的L ap lacian. 若H = 0, 则M 是实极小超曲面.

另外, 有如下熟知的结果

引理2 [ 3 ]　设M 是 CP
n 的实超曲面, 则ûý A û 2≥4 (n - 1) , 式中等号当且仅当M = M p , q时

成立.

引理3[ 5 ]　设M 是CP
n 的实超曲面, 则

div (ý uU ) = 2 (n - 1) + (2n - 1)H u (A U ) - S +
1
2

û [F ,A ]û 2,

其中[ , ]表示交换算子.

引理4 [ 3 ]　设M 是 CP
n 的紧致实极小超曲面, 若M 的第二基本形式模长平方 S ≤2 (n -

1) , 则 S = 2 (n- 1) , 且M = M p , q.

3　定理及其证明

首先, 研究CP
n 中实22调和超曲面和实极小超曲面的关系, 得到

定理1　设M 是CP
n 中的紧致实22调和超曲面, 若M 的第二基本形式长度的平方 S 满足

3
8

(2n+ 7)〈S ≤2 (n+ 1) , 则M 是极小的, 或 S = 2 (n+ 1) , 且H 为常数.

证明　在CP
n 上选取正交基 e1, e2, ⋯, en , en+ 1= J e1, en+ 2= J e2, ⋯⋯, e2n = J en , 使得限制在

M 上, 有N = e2n , 由 (2. 1) , (2. 6) , (2. 7)及引理1, 直接计算得:

1
2
△ (ûý H û 2) =

1
2
△ (∑H 2

i ) = ∑H 2
ij + ∑H iH ikk

= ∑H 2
ij + ∑H iH kk i + ∑H iH m R m k ik

= ∑H 2
ij + [S -

3
4

(2n - 1) 2H 2 - 1 ]ûý H û 2 - 3H 2
n + H ∑H iS i

≥∑H 2
ij + [S -

3
4

(2n - 1) 2H 2 - 4 ]ûý H û 2 + H ∑H iS i. (3. 1)

根据 (2. 10)易知

1
2
△H 2 = ûý H û 2 + [S - 2 (n + 1) ]H 2, (3. 2)

1
4
△H 4 = 3H 2ûý H û 2 + [S - 2 (n + 1) ]H 4, (3. 3)

此外, 有
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H ∑H iS i=
1
2 ∑ (S (H 2) i) i -

1
2

S △H 2

=
1
2

divW - S ûý H û 2 + [2 (n + 1) - S ]S H 2, (3. 4)

其中W 为M 上以 S (H 2) i 为分量的向量场.

由Ho lder 不等式知

∑H 2
ij ≥∑H 2

ii ≥
1

2n - 1
(∑H ii) 2 =

1
2n - 1

[2 (n + 1) - S ]2H 2. (3. 5)

将 (3. 2) - (3. 5)式代入 (3. 1)式得

1
2
△ (ûý H û 2 +

(2n - 1) 2

8
H 4 + H 2) -

1
2

divW

　≥ [2 (n + 1) - S ] [
2 (n - 1)

2n - 1
S -

(2n - 1) 2

4
H 2 -

6 (n - 1)
2n - 1

]H 2. (3. 6)

下面估计 (3. 6)式的右端.

若ûý H û≠0, 适当选取标架场, 使H 1= ûý H û , H i= 0 ( i≥2) , 则由 (2. 8)式知

h 11 = -
2n - 1

2
H , ∑

i≠1
h ii =

3 (2n - 1)
2

H ,

故

S ≥∑h 2
ii ≥ h 2

11 +
1

2 (n - 1)
(∑

i≠1

h ii) 2 =
2n + 7

2 (n - 1)
(2n - 1) 2

4
H 2. (3. 7)

　　若ûý H û= 0, 由 (2. 8)式关于 K 求共变导数得

∑h ijH jk = -
2n - 1

2
H H ik , Π i, k.

适当选取标架场, 使 h ij = Κi∆ij , 则

(Κi +
2n - 1

2
H )H ik = 0. (3. 8)

由 (2. 3)式, 只需分两种情况讨论:

1)　若对Π i, 均有 Κi≠
2n- 1

2 H , 则由 (3. 8)式知H ik = 0, Π i , k , 从而

[S - 2 (n + 1) ]H = △H = 0; (3. 9)

　　2)　若有m 个主曲率等于-
2n- 1

2 H (1≤m ≤2n- 1) , 不防设 Κ1= ⋯= Κm = -
2n- 1

2 H , 则

有 ∑
i≥m + 1

Κi=
m + 2

2
(2n- 1)H , 故

S = ∑Κ2
i ≥

(2n - 1)m + 4m + 4
2n - 1 - m

(2n - 1) 2

4
H 2 ≥ 2n + 7

2 (n - 1)
(2n - 1) 2

4
H 2.

这与 (3. 7)式相同.

综合1) , 2)及 (3. 7)式, 代入 (3. 6)式得

1
2
△ (ûý H û 2 +

(2n - 1) 2

8
H 4 + H 2) -

1
2

divW

　≥ [2 (n + 1) - S ] [
16 (n - 1)

(2n - 1) (2n + 7) S -
6 (n - 1)

2n - 1
]H 2. (3. 10)
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故当 3
8

(2n+ 7)〈S ≤2 (n+ 1)时, (3. 10)式右端非负, 两边在M 上积分, 由 Stokes 定理得

[2 (n + 1) - S ]H = 0, (3. 11)

从而H = 0, 或 S = 2 (n+ 1) , 当 S = 2 (n+ 1)时, 由 (2. 9)知△H = 0, 即H 为常数. 证毕.

定理2　设M 是CP
n 的紧致实22调和超曲面,

1)　若 n〉3,
3
8

(2n+ 7)〈S ≤2 (n- 1) , 则M 是极小的, 或 S = 2 (n- 1) , 且M = M p , q;

2)　若 n〉3, 2 (n- 1)〈S ≤2 (n+ 1) , 则M 极小, 或 S = 2 (n+ 1)且具常中曲率;

3)　若 S 〉2 (n+ 1) , 则M 极小.

证明　根据引理4及定理1可推得 (1) , (2)成立; 由 (3. 2)式可推知 (3)成立.

注　定理2是文[3 ]结果 (本文引理4)的推广.

设 K 是M 的截面曲率的下确界, 有

定理3　设M 是CP
n 的紧致实22调和超曲面, 若M 的截面曲率的下确界满足

K ≥ 2 (n - 1) - [S - 2 (n + 1) ] (2n - 1) 2H 2

(2n - 1) [S - (2n - 1)H 2 ]
, (3. 12)

则M = M p , q .

证明　类似[5 ]的计算, 有

1
2
△S = (2n - 1)∑h ijH ij + ûý A û 2 + ∑〈[R (ei, ej ) ,A ]ei,A ej〉+

　 3
2

û [A , F ]û 2 - 3S + 3 (2n - 1)H u (A U )

≥ (2n - 1)∑h ijH ij + ûý A û 2 + (2n - 1) K [S - (2n - 1)H 2 ] +

　 3
2

û [A , F ]û 2 - 3S + 3 (2n - 1)H u (A U ). (3. 13)

对 (2. 8)式两端关于 i 求共变导数, 并对 i 作和可得

∑h ijH ij = - (2n - 1) ûý H û 2 -
2n - 1

4
△H 2.

将上式代入 (3. 13) , 并利用 (3, 2)式, 有

　△[
1
2 S +

3 (2n- 1) 2

4 H
2 ]≥ûý A û 2+ [S - 2 (n+ 1) ] (2n- 1) 2

H
2+

(2n- 1) K [S - (2n- 1)H
2) ]+

3
2

û [A , F ]û 2- 3S + 3 (2n- 1)H u (A U ) (3. 14)

由引理3, 有

　△[
1
2 S +

3 (2n- 1) 2

4 H
2 ]- 3d iv (ý UU )≥[ ûý A û 2- 4 (n- 1) ]+

{ (2n- 1) K [S - (2n- 1)H
2) ]+ [S - 2 (n+ 1) ] (2n- 1) 2

H
2- 2 (n- 1) }. (3. 15)

上式两边在M 上积分, 由 Stokes 定理, 有

0≥∫M
[ ûý A û 2 - 4 (n - 1) ]3 1 +∫M

{ (2n - 1) K [S - (2n - 1)H 2 ] +

　　[S - 2 (n + 1) ] (2n - 1) 2H 2 - 2 (n - 1) }3 1. (3. 16)

当定理3条件满足时, (3. 16)右端两项均为0. 由引理2, 知M = M p , q. 证毕.

根据定理1, 定理2, 定理3, 有
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推论　设M 为 CP
n 的紧致实22调和超曲面, 当 S 〉3

8
(2n + 7) , S ≠2 (n + 1) , K ≥

2 (n- 1)
(2n- 1)S

时,M = M p , q.

证明　由定理1和定理2的 (3) , 当 S 〉3
8

(2n + 7) , S ≠2n + 1时, H = 0. 由定理3, 当 K ≥

2 (n- 1)
(2n- 1)S

时,M = M p , q.

注　Kon M. 在文[ 4 ]中证得: 当 H = 0, K ≥ 1
2n- 1

时,M = M p , q. 这里, 只要 S ≥2 (n - 1) ,

便有 2 (n- 1)
(2n- 1)S

≤ 1
2n- 1

, 在这个意义下, 推广了 Kon M. 的结果.
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Real 2-Harm on ic Hypersurfaces in a Com plex
Projective Space

S un H ong an
(Southern Institu te of M etallu rgy, Ganzhou 341000)

Z hong D ing x ing
(Gannan T eachers′Co llege, Ganzhou 341000)

Abstract

w e study the rela t ion betw een the rea l 22harm on ic hypersu rfaces and the rea l m in im al

hypersu rfaces in a com p lex p ro ject ive space. L an son H B. ′s and Kon M. ′s p inch ing theo rem

of the rea l m in im al hypersu rface are generlized.

Keywords　rea l 22ham on ic hypersu rface, com p lex p ro ject ive space, P inch ing.
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