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R iordan 群的反演链及在组合和中的应用
Ξ

马　欣　荣
(苏州大学数学科学学院, 215006)

摘　要: 利用函数复合关系, 本文在R io rdan 群中引入R io rdan 反演链的概念及其R io r2

dan 反演链存在的充要条件, 给出计算组合和式的递推方法. 进一步讨论了二项式系数所对应

的R io rdan 反演链问题, 建立了一个R io rdan 求和公式, 该式蕴含了某些与 F ibonacci 数相关的

恒等式在内的一系列组合恒等式.
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1　引　言

判断组合和式的封闭性和给出组合和式的分类是组合分析中两个久悬未决的问题. 最近,

Shap ire
[ 2 ]和 Sp rugno li

[ 3 ]分别提出 R io rdan 群和R io rdan array 理论, 以求给出前一问题的肯

定的回答. 为本文自成体系, 现引述其主要定义和结果如下.

定理1　设 f ( t) , g ( t) 和 F ( t) 是实函数, f (0) = 0, g (0) ≠ 0, 且 F ( t) = ∑
k≥0

ak t
k
, 系数 d n, k

= [ t
n ]g ( t) f

k ( t) , 则

∑
n

k= 0
d n, kak = [ t

n
]g ( t) F (f ( t) ) , (1)

其中[ t
n
]g ( t) f

k ( t)表示函数 g ( t) f
k ( t)中 t

n 项的系数.

无穷阶下三角矩阵 (d n, k )又被记为A = (g ( t) , f ( t) ).

显然, 当 g ( t) F (f ( t) ) 在 t= 0点处的 T aylo r 级数存在且易求, 则从 (1) 式知组合和式

∑
n

k= 0
d n, kak 是封闭的.

定义1　无穷阶实下三角矩阵集合

M R = {A = (g ( t) , f ( t) ) û f ( t) , g ( t)∈R [ t ], g (0)≠0, f (0) = 0}

依照通常的矩阵乘法构成群, 称之为R io rdan 群.

不难验证,M R 中任意两个矩阵之积具有下面性质.
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性质1　 ΠA = (g ( t) , f ( t) ) ,B = (g 1 ( t) , f 1 ( t) ) ∈M R , 则A õ B = (g ( t) g 1 (f ( t) ) ,

f 1 (f ( t) ) ) .

R io rdan 群的本质在于函数的复合运算, 而从复合运算的角度讨论组合和式及反演关系

的思想较早地出现在徐利治提出的广义 Stirling 偶的概念中[ 4, 5 ]. 本文目的就是利用函数的复

合关系, 讨论M R 中元素间的一种特殊结构——R io rdan 反演链及其在组合和中的作用, 并且

证明: 在适当条件下, 这种反演链是M R 某类子集合的等价关系, 为组合和式封闭性及其分类

问题提供一条新途径. 作为初步性的工作, 较详细地讨论二项式系数的R io rdan 反演链和求和

公式. 文中涉及的术语, 除非另作说明, 均以[2, 3 ]为标准, 不再冗述.

2　定义和定理

定义2　 ΠA = (an, k ) = (g ( t) , f ( t) ) ,B = (bn, k ) = (c1 ( t) , d 1 ( t) ) 和C = (cn, k ) = (c2 ( t) ,

d 2 ( t) ) ∈M R . 假定{ak }, {bk }是满足下式的两个无穷实数列

bn = ∑
n

k= 0
an, kak , (2)

构作新的无穷实数列

a′
n = ∑

n

k= 0
bn, kak , (3)

b′
n = ∑

n

k= 0
cn, kbk. (4)

若仍有关系式

b′
n = ∑

n

k= 0
an, ka

′
k , (5)

则将这样一个递推过程称为A 的R io rdan 反演链, 简称为R io rdan 链. 数列{an}和{bn}, {a
′
n}和

{b
′
n}统称为A 的R io rdan 偶. 分别将以上R io rdan 链和R io rdan 偶记作 (A ; B , C )和 (A ; an , bn).

既如此, 可以给出M R 中元素构成R io rdan 链的充要条件.

定理2　ΠA = (g ( t) , f ( t) ) , B = (c1 ( t) , d 1 ( t) ) 和 C = (c2 ( t) , d 2 ( t) ) ∈M R , R io rdan 链 (A ;

B , C )存在的充分必要条件是

c1 ( t) g (f
- 1 ( t) ) = c2 (f

- 1 ( t) ) g (d 2 (f
- 1 ( t) ) ) , (6)

且

d 1 ( t) = f (d 2 (f
- 1 ( t) ) ) (7)

其中 f
- 1 ( t)表示 f ( t)的反函数.

证明　利用定义2直接验证即可, 故略.

推论1　ΠA = (g ( t) , f ( t) ) , B = (c1 ( t) , d 1 ( t) ) 和 C = (g ( t) , d ( t) ) , 则 (A ; B , C ) 存在当且

仅当 c1 ( t) = g (d (f
- 1 ( t) ) ) , d 1 ( t) = f (d (f

- 1 ( t) ) ).

推论2　ΠA = (g ( t) , f ( t) ) ,B = (c1 ( t) , d 1 ( t) )和C = (d ( t) , t)∈M R , 则 (A ; B , C )存在当且

仅当 c1 ( t) = d (f
- 1 ( t) )且 d 1 ( t) = t.

本定理也可以用生成函数来刻画.
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定理3　 ΠA = (g ( t) , f ( t) ) ,B = (c1 ( t) , d 1 ( t) ) 和C = (c2 ( t) , d 2 ( t) ) ∈M R , 假定F ( t)

= ∑
k≥0

ak t
k , G ( t) = ∑

k≥0

bk t
k , F 1 ( t) = ∑

k≥0

a′
k t

k 和G 1 ( t) = ∑
k≥0

b′
k t

k , 且有关系式

G ( t) = g ( t) F (f ( t) ) , F 1 ( t) = c1 ( t) F (d 1 ( t) ) , G 1 ( t) = c2 ( t)G (d 2 ( t) )

则G 1 ( t) = g ( t) F 1 (f ( t) )当且仅当 (6, 7)成立.

特别当矩阵A ,B 和C 均为可逆矩阵时, 则有以下的结论.

定理4　ΠA ∈M R ,A
- 1存在, 则 (A ; B , C )存在当且仅当 (A

- 1; C ,B )存在.

定义3　 (A
- 1; C ,B )称为 (A ; B , C )的共轭链.

定义4　A 的任意两个R io rdan 偶 (A ; an , bn) 和 (A ; a′
n , b′

n) 称为同链的, 若存在可逆的矩阵

B = (bn, k ) , C = (cn, k ) ∈M R , a′
n = ∑

n

k= 0
bn, kak , b′

n = ∑
n

k= 0
cn, kbk . 于是可推知

定理5　同链关系是A 的所有R io rdan 偶的等价关系.

从理论上看, 同链关系可以用来划分组合恒等式, 共轭链又可以用来给出组合恒等式的等

价变形, 确有必要对此进行深入研究. 进一步地, 利用矩阵幂和函数的复合运算, 可给出推论1

更一般的形式.

定理6　ΠA = (g ( t) , f ( t) ) , B = (c1 ( t) , d 1 ( t) ) 和 C = (g ( t) , d ( t) ) ∈M R , 且 (A ; B , C ) 存

在, 则 (A ; B
m , C

m )也存在, 其中

B
m

= (∏
m

i= 1
g (d

i (f
- 1 ( t) ) ) , f (d

m (f
- 1 ( t) ) ) ) , C

m
= (∏

m - 1

i= 0
g (d

i ( t) ) , d
m ( t) ) ,

其中 d
0 ( t) = t, d

i ( t) = d
i- 1 (d ( t) ) ,m 为自然数.

证明　可用数学归纳法证明, 略去.

3　二项式系数的 R iordan 链

本节主要就A =
n

k
= ( 1

1- t
,

t
1- t

) ∈M R , 计算它的 R io rdan 反演链和相应的求和公

式. 在此情形下, 定理2诱导出如下定理.

定理7　
n

k
; B , C 存在当且仅当

B =
1

1- d ( t
1+ t

)
,

d ( t
1+ t

)

1- d ( t
1+ t

)
且C = ( 1

1- t
, d ( t) )∈M R.

最易考虑的情形便是 d ( t) = t. 结合定理6和定理7, 很自然地导出

定理8　Π n

k
; an , bn , 构作新的实数数列{a

′
n}, {b

′
n}如下:

a′
n =

∑
n

k= n- m

m

n - k
ak , n ≥m ;

∑
n

k= 0

m

n - k
ak , n ≤m .

(8)
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b′
n = ∑

n

k= 0

n

k
a′

k , (9)

则有关系式

b′
n = ∑

n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1
bk. (10)

　　此定理称为二项式系数
n

k
所对应的R io rdan 求和公式.

若R io rdan 偶
n

k
; an , bn 具有某种线性移位性 (见下定义) , 则从定理8中又可演变为

定理9　设A =
n

k
的 R io rdan 偶为 (an ( r) , bn (r) ) , r 为参数. 数列{an ( r) }满足线性移

位性, 即

ak (r) + ak- 1 (r) = c (r, s) ak (r + s) , (11)

其中 c (r, s)与 k 无关的常数. 则

∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1
bk (r) = c

m (r, s) bn (r + m s) +

　　　∑
m - 1

k= 0

n

k
{ak (r,m ) - c

m (r, s) ak (r + m s) }, (12)

其中 ak (r,m ) = ∑
l= k- m

l≥0

m

k - l
a l (r) .

证明　利用线性移位性可归纳地证明

∑
n

k= n- m

m

n - k
ak (r) = c

m (r, s) an (r + m s) , n ≥m .

利用 (8)和 (9)构作新的R io rdan 偶

an (r,m ) = ∑
n

k= n- m

m

n - k
ak (r) ,

bn (r,m ) = ∑
n

k= 0

n

k
ak (r,m ) = ∑

n

k= m

n

k
ak (r,m ) + ∑

m - 1

k= 0

n

k
ak (r,m )

= c
m (r, s)∑

n

k= m

n

k
ak (r + m s) +

　　∑
m - 1

k= 0

n

k
{ak (r,m ) - c

m (r, s) ak (r + m s) },

且由 (11)知∑
n

k= 0

n

k
ak (r + m s) = bn (r + m s). 故知原命题成立.

4　一些基本的 R iordan 偶

本节主要根据 G. H. Gou ld
[ 7 ]所收集的550个组合恒等式, 选择性地给出

n

k
的一些R i2

o rdan 偶及性质, 结合上节所得结论, 具体给出各自的求和公式, 意在说明前面结论的意义.
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an 或 an (r) bn 或 bn (r) 备　　注

1 F n F 2n F n+ 1= F n+ F n- 1

2 Λn
F nq+ r Κn

F np + r

F 0= F 1= 1

Κ= (- 1) p
F qöF q- p

Λ= (- 1) p
F p öF q- p

3
x

n+ r

n+ x

n+ r
an (x ) + an- 1 (x ) = an (x + 1)

4 (- 1) n x - n

r

x - n

r- n
an (r) + an- 1 (r) = - an (r- 1)

5
(- 1) n

b+ n

c

c
c+ n

õ 1
n+ b

b- c
an (c) + an- 1 (c) = (-

c
c+ 1

) an (c- 1)

6

z

n
x + n

x

x + z + n

n
x + n

n

an (z ) + an- 1 (z ) =
z + x + 1

z + 1 an (z + 1)

7
(- 1) n z

n
y

n

z - y

n
y

n

an (z ) + an- 1 (z ) = (-
y - z
z + 1

) an (z + 1)

图1　
n

k
的R io rdan 偶

经计算, 不难给出以上各个 R io rdan 偶所诱导的组合和式. 限于篇幅, 各式的具体计算过

程一并略去.

1. 　F 2n+ m = ∑
n

k= 0

m - 1+ n- k

m - 1
F 2k , F n+ m = ∑

n

k= 0
( - 1) n- k n

k
F 2k+ m , Fm = ∑

n

k= 0
( - 1) n- k

m

n- k
F 2k+ m , F n = ∑

n

k= 0
(- 1) n- k m - 1+ n- k

m - 1
F 2k+ m , 其中后三式由

y

k
; B , C 的共轭链

(- 1) n- k n

k
; C ,B 诱导出来的.

2. 　根据Carlitz
[ 6 ]所得结论, 可由归纳法证明

∑
n

k= n- m

m

n - k
Λk

F kq+ r = ( Κ
Λ )m Λn

Fm p + (n- m ) q+ r.

利用定理9和 (12) , 可得

∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1
Κk

F kp + r =
Κm + n

Λm F (m + n) p - m q+ r + ∑
m - 1

k= 0

n

k
{a′

k - ( Κ
Λ) m Λk

F kp + (p - q)m + r},
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其中 a′
k = ∑

n

k≥n- m

m

n - k
Λk

F kq+ r.

3. 　∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1
k + x

k + r
=

n + m + x

n + r
.

4. 　∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1
x - k

r - k
= (- 1) m x - n

r - m - n
+

　　　∑
m - 1

k= 0

n

k
{ak (r,m ) + (- 1)m + 1

ak (r - m ) },

其包括下式 (m = 1)

∑
n

k= 0

x - k

r - h
=

x + 1
r

-
x - n

r - n - 1
.

5. 　∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1
c

c + k
1

b + k

b - c

　 = (-
c

c + 1
)m c + m

c + m + n
1

b + n

b - c - m

+

　　　∑
m - 1

k= 0

n

k
{ak (c,m ) - ( - c

c + 1
) m

ak (c + m ) },

此处 b ≥ c + m .

m = 1 则立刻有

∑
n

k= 0

c
c + k

1
b + k

b - c

=
1
b

c

+
c

c + 1
1
b

c + 1

-
c

c + 1 + n
1

b + n

b - c - 1

.

6. 　∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1

x + z + k

k
x + k

k

　 = (x + z + 1
z + 1

)m

x + z + n + m

n
x + n

x

+

　　　∑
m - 1

k= 0

n

k
{ak (z ,m ) - (x + z + 1

z + 1
)m

ak (z + m ) },

m = 1 时特别推得

∑
n

k= 0

x + z + k

k
x + k

k

=
x

z + 1
+

x + z + 1
z + 1

x + z + 1 + n

n
x + n

n

.

7. 　∑
n

k= 0

m - 1 + n - k

m - 1

(- 1) k y - z

k
y

k

= ∑
m - 1

k= 0

n

k
{ak (z ,m ) - (z - r

z + 1
) m

ak (z + m ) }.

各式中 ak (z ,m ) 均由定理 8 给出.
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附注　本文所得结论亦可以用以建立新的关系式, 如下例.

8. 　由[7 ] 知组合恒等式∑
n

k= 0

(- 1) k n

k

2k

k
22k =

2n

n
22n , 故可得

n

k
的R io rdan 偶 an =

(- 1) k

2n

n
2

2n , bn =

2n

n
2

2n , 代入定理 8 (此时m = 1) , 便得新的恒等式

∑
n

k= 0

(- 1) k+ 1 n

k
1

2k - 1

2k

k
2

2k =
2n + 1

2
2n

2n

n
.

关于在同链关系下划分R io rdan 偶的问题将在作者后续工作中加以探讨.

参　考　文　献

[1 ]　徐利治. 两种反演技巧在组合分析中的应用 [J ]. 辽宁大学学报, 1981, 3: 1- 11.

[ 2 ]　Shap iro L W , Getu S et al. T he R iord an g roup [J ]. D iscrete A pp lied M athem atics, 1991, 34: 229-

239.

[3 ]　Sp rugno li R. R iord an array s and com bina toria l sum s [J ]. D iscreteM athem atics, 1994, 132: 267- 290.

[ 4 ]　H su L C. Genera liz ed striling num ber p a irs associa ted w ith inverse rela tions [J ]. F ibonacci Q uarterly,

1987, 25: 346- 351.

[ 5 ]　H su L C. T heory and app lica tion of g enera liz ed stirling num bers p a irs [J ]. J. M ath. R es & Exp. ,

1989, 9: 211- 220.

[6 ]　Carlitz L. S om e classes of F ibonacci sum s [J ]. F ibonacciQ uarterly, 1978, 16 (5) : 411- 416.

[7 ]　Gould H W. Com bina toria l Id en tities [M ]. M o rgan tow n P rin t ing and B inding Co. , 1972.

[8 ]　Ego rychev G P. In teg ra l rep resen ta tion and the com p u ta tions of com bina toria l sum s [J ]. Am er. M ath.

Soc. T ranslat ions, 1984, 59

The Inverse Cha in s of R iordan Group with
Appl ica tion to Com binator ia l Sum s

M a X in rong
(D ep t. of M ath. , Suzhou U niversity)

Abstract

T he p resen t paper is concerned w ith inverse cha in s of R io rdan group and its app lica t ion

to com b ina ton ia l sum s. T he genera l p rincip le of inverse cha in s is d iscu ssed. Fu rtherm o re,

R io rdan chain s and R io rdan fo rm u lae are exh ib ited rela ted to b inom ia l coefficien t, the la t ter

includs a series of com b ina to ria l sum s.

Keywords　R io rdan group , R io rdan pair, inverse cha in, iden t ity.
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