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Hopf 代 数 余 作 用
Ξ

郝荣霞
(北方交通大学数学系, 北京100044) 　

陈家鼐
(首都师范大学数学系, 北京100037)

摘　要: 对于 Hopf 代数H 上的余模代数A , 当 H 是有限维或幺模 (un imodular) 时, 存

在由交叉积A # H 3 rat和余不变子代数A coH 构成的M o rita Contex t. 本文论证了对于任意的

Hopf 代数H , 结果仍是成立的.
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设H 是域 k 上的Hopf 代数, 对于在 H 余作用下的代数A , 我们所关心的是构造 Sm ash

积A # H
3 rat与H 余不变子代数A

coH 间的M o rita Con tex. 文[ 1 ]对有限维的 H 建立A # H
3

与A
H 3

间的M o rita Con tex. 文[2 ]考虑了H 为任意维的情形, 证明了当H 是幺模时, 可以在

A # H
3 的一个子代数A # H

3 rat与A
coH 之间构造一个M o rita Con tex t. 本文证明了幺模的条件

是可以除去的, 因此就同时推广了[1 ]和[2 ]的结论.

1　准备工作

在本文中, k 是域, H 是域 k 上的Hopf 代数, 其余乘法记为 ∃ , 余单位为 Ε, 反极为 S , 当 S

为双射时, Sθ 表示 S 的逆. 设 S
3 = Hom k (S , - ) , H

3 rat表示 H
3 的唯一的一个最大有理正规

H
3 2子模. 由 [ 3 ], H

3 rat按“χ ”和“_ ”成为 H 2H 2双子模, 其中:〈h
3 χ h , g〉=〈h

3 , hg〉,〈h _
h

3 , g〉=〈h
3 , g h〉, Π h

3 ∈H
3 rat, Π h , g∈H .

由[4 ]知, 若∫
l

≠ 0 (或∫
r

≠ 0) , 则H 3 rat 在H 3 中稠密且 S 是双射.

设A 是有单位元 1 的右H 2余模代数, 余模结构为 Υ: A →A á H , Υ(a) = ∑
(a)

a (0) á a (1) ,

Π a ∈A . 由 Υ诱导的A 的左H 3 2模结构记为“õ”, 即 h 3 õ a = ∑
(a)
〈h 3 , a (1)〉a (0) , Π h 3 ∈H 3 ,

a ∈A . 由[5 ] 知此时有右撞积A # R
H

3 rat, 即定义为

a)　作为向量空间A # R
H 3 rat 是A á H 3 rat, a á h 3 记为 a# h3 , a ∈A , h3 ∈H 3 rat.

b)　乘法为 (a# h 3 ) (b# g 3 ) = ∑
(b)

ab (0) á (h3 χ b (1) ) g 3 , Π a , b ∈A , h 3 , g 3 ∈H 3 rat. 以
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下用A # H 3 rat 代替A #
R
H 3 rat.

设B = A
coH = {a ∈A ûΥ(a) = a á 1},∫

l

(∫
r

) 表示H 3 的左 (右) 积分空间, 显然有

∫
l

Α H 3 rat (∫
r

Α H 3 rat).

为方便起见, 以下均省略“∑”符号. 例Υ(a) = ∑
(a)

a (0) á a (1) 简写成Υ(a) = a0 á a1, 其它记法

均与[4 ] 一致.

2　 模结构与M or ita Con text

引理 1　 任取 0 ≠ Κ∈∫
l

都存在 l ∈G (H ) 使得 Κg = 〈g , l〉Κ, Π g ∈H 3 .

证明　任取 0 ≠ Κ∈∫
l

, H 3 rat 按下列模结构和余模结构成为右H 2Hopf 模:

“- ”: H 3 rat á H →H 3 rat,〈f - h ,m 〉= 〈S (h ) _ f ,m 〉, Π f ∈H 3 rat, Π h ,m ∈H .

Θ: H 3 rat →H 3 rat á H , Θ是由有理左H 3 2模所诱导的右H 2余模结构.

由[4 ] 对 tr ∈∫
r

, 存在 h ∈H , 使得 Κ= h - tr = tr - S h , Π g ∈H 3 rat 显然有 Κg ∈∫
l

, 不

妨设 Κg = Αg Κ, 其中 Αg ∈ k (由[6 ],∫
l

≠ 0 有 dim∫
l

= 1). 因为

　Κg = ( trχ S h ) g = tr (g χ h 1) χ S h 2 = tr〈g , h 1〉χ S h 2 = trχ S (〈g , h 1〉h 2) = trχ S (hχ g )

又因为 Αg Κ= trχ S (Αgh ) , 故有 trχ S (hχ g ) = trχ S (Αg h ) , 所以 hχ g = Αg h. 又由 hχ g = 〈g ,

h 1〉h 2, 可设 ∃h = l á h (不妨设 Ε(h) ≠ 0) , h = Ε(h ) l, 即 l =
h

Ε(h ) , 故 ∃ l = l á l, 故 l ∈G (H ).

则

　 1
Ε(h ) Κg = ( trχ S l) g = tr (g χ l) χ S l = tr〈g , l〉χ S l = 〈g , l〉trχ S l = 〈g , l〉 1

Ε(h ) Κ,

即 Κg = 〈g , l〉Κ, Π g ∈H 3 . □

引理 2
[ 6 ]　Π 0 ≠ Κ∈∫

l

, Π h ∈H , 有〈Κ, h〉= 〈Κ, h 2〉h 1.

引理 3　 设 Κ, l 意义同引理 1, 则有 Sθ3 ( l_ Κ) = Κ且 S 3 ( l_ Κ) = Κ.

证明　先证 l_ Κ∈∫
r

, Π h 3 ∈H 3

　　 ( l_ Κ) h3 = ( l_ Κ) ( l_ l- 1_ h3 ) = l_ Κ( l- 1_ h3 ) = l_〈l- 1_ h 3 , l〉Κ　 (由引理 1)

= l_〈h3 , 1〉Κ= 〈h 3 , 1〉( l_ Κ) ,

故 l_ Κ∈∫
r

.

再证 Sθ3 ( l_ Κ) = Κ. 因 l_ Κ∈∫
r

, 故 Sθ3 ( l_ Κ) ∈∫
l

由引理 2 有

〈Sθ3 ( l_ Κ) , h 2〉h 1 = 〈Sθ3 ( l_ Κ) , h〉ûH , Π h ∈H ,

故有

　　〈Κ, h〉Κ= (Κχ h ) Κ= (Κχ h 1Ε(h 2) ) Κ= (Κχ h 1) (Κχ Ε(h 2) ûH )

= (Κχ h 1) (Κχ Sθ (h 3) χ h 2) = Κ(Κχ Sθ (h 2) ) χ h 1 = 〈Κχ Sθ (h 2) , l〉Κχ h 1

= 〈Sθ3 ( l_ Κ) , h 2〉Κχ h 1 = Κχ〈Sθ3 ( l_ Κ) , h 2〉h 1
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= Κχ〈Sθ3 ( l_ Κ) , h〉ûH = 〈Sθ3 ( l_ Κ) , h〉Κ

故〈Κ, h〉= 〈Sθ3 ( l_ Κ) , h〉, 所以 Sθ3 ( l_ Κ) = Κ. □

设 (A , Υ) 是右H 2余模代数, 对 0 ≠ Κ∈∫
l

, 借助于引理 1 的 l ∈G (H ) 定义A 的左和右

A # H 3 rat2模结构为:“→”和“←”即 Π a , b ∈A , h 3 ∈H 3 rat 定义

(a# h3 ) → b = a (h3 õ b) , (1)

a← (b# h 3 ) = Sθ3 ( l_ h 3 ) õ ab, (2)

其中“õ”是由 Υ诱导的A 的左H 3 2模结构.

引理 4　 设 Κ∈∫
l

, l ∈G (H ) 意义同上, 则A 按 (1) 和 (2) 分别为左和右A # H 3 rat2模.

证明 　 由 [2 ] 知,A 按 (1) 式运算是左 A # H 3 rat2 模. 下面只证: A 按 (2) 式运算是右

A # H 3 rat2模. Π a ∈A , b# h 3 ∈A # H 3 rat, c# f 3 ∈A # H 3 rat ,

　　 (a← (b# h
3 ) )← (c# f

3 ) = Sθ3 ( l_ h
3 )õab←c# f

3 = Sθ3 ( l_ f
3 )Sθ3 ( l_ h

3 )õabc.

又因

　　a← ( (b# h
3 ) (c# f

3 ) ) = a← (bc0# (h
3 χ c1) f

3 ) = Sθ3 ( l_ (h
3 χ c1) f

3 )õabc0

　=〈(h
3 χ c2) f

3 , Sθ (a1b1c1) l〉a0b0c0=〈h
3 χ c3, Sθ (a2b2c2) l〉〈f

3 , Sθ (a1b1c1) l〉a0b0c0

　=〈l_ h
3 , Sθ (a2b2)〉〈l_ f

3 , Sθ (a1b1c1)〉a0b0c0

　= Sθ3 ( l_ h
3 ) (Sθ3 ( l_ f

3 ) abc,

所以 (a← (b# h
3 ) )← (c# f

3 ) = a← (b# h
3 ) (c# f

3 ) , 即A 是右A # H
3 rat2模. □

因为B = A
coH , 故A 是自然的左和右B 2模.

引理5　A 既是B 2A # H
3 rat2双模, 也是A # H

3 rat2B 2双模 (模结构同上).

证明　由[2 ]知: A 是A # H
3 rat2B 2双模. 下面只证A 是B 2A # A

3 rat2双模.

由上面知A 是左B 2模, 右A # H
3 rat2模. 又因为Π a , b∈A , c∈B , h

3 ∈H
3 rat,

　　 (ca)← (b# h
3 ) = Sθ3 ( l_ h

3 )õcab=〈Sθ3 ( l_ h
3 ) , c1a1b1〉c0a0b0

　=〈Sθ3 ( l_ h
3 ) , a1b1〉ca0b0= c〈Sθ3 ( l_ h

3 ) , a1b1〉a0b0= c (a←b# h
3 ).

故A 是B 2A # H
3 rat2双模结构. □

定义　设 R , T 是环, RM T 是左 R 2右 T 2模, TN R 是左 T 2右 R 2模并存在以下两个双线性

映射

[ , ]: N á RM →T ,

( , ) : M á TN →R ,

则六元组{R ,M ,N , T , [ , ], ( , ) }构成一个M o rita Con tex t, 如果以下条件成立:

1)　[ , ]是 T 2双模映射和R 2M iddle L inear 即[m r, n ]= [m , rn ], Πm ∈M , n∈N , r∈R.

2)　 ( , )是 R 2双模映射和 T 2M iddle L inear 即 (m , tn) = (m t, n) , Πm ∈M , n∈N , t∈T.

3)　Πm ,m ′∈M , n , n′∈N 有m ′õ[n ,m ]= (m ′, n)õm 和[n ,m ]õn′= nõ (m , n′).

引理6　设 0 ≠ Κ∈∫
l

, 则

1)　Κ_ A Α B = A
coH

;

2)　 (Κχ h ) g
3

= (Κχ h 1)〈Sθ3 ( l_ g
3 ) , h 2〉, Π h∈H , g

3 ∈H
3 .

证明　由[2 ]知1)式成立.
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2)　因H
3 是右H 2模代数, 故有

　　 (Κχ h ) g
3 = (Κχ h 1) (g

3 χ Ε(h 2) 1) = (Κχ h 1) (g
3 χ Sθ (h 3) h 2) = (Κ(g

3 χ Sθ (h 2) ) χ h 1

　=〈g
3 χ Sθ (h 2) , l〉lχ h 1=〈l_ g

3 , Sθ (h 2)〉Κχ h 1= (Κ_ h 1)〈Sθ3 ( l_ g
3 ) , h 2〉. □

定理7　设H 是 k 上Hopf 代数, (A , Υ)是右H 2余模代数, Π 0≠Κ∈∫
l

, 定义:

[ , ]: A á BA →A # H
3 rat

aá b→ab0# (Κχ b1) = (a# Κ) (b# Ε) ;

( , ) : A á A # H 3 ratA →B

aá b→Κõab.

则{A # H
3 rat,A ,A ,B , [ , ], ( , ) }形成M o rita Con tex t.

证明　 ( i) 先证[ , ]是A # H
3 rat2双模映射. 由 [ 2 ]知, [ , ]是左A # H

3 rat2模映射. 又因

Π a , b∈A , c# h
3 ∈A # H

3 rat,

　　[a , b← (c# h
3 ) ]= [a , Sθ3 ( l_ h

3 )õbc ]= [a ,〈Sθ3 ( l_ h
3 ) , b1c1〉b0c0 ]

　=〈Sθ3 ( l_ h
3 ) , b1c1〉[a , b0c0 ]=〈Sθ3 ( l_ h

3 ) , b2c2〉(ab0c0# (Κχ b1c1) )

　= ab0c0# (Κχ b1c1)〈Sθ3 ( l_ h
3 ) , b2c2〉= ab0c0# (Κχ b1c1) h

3

　= ab0c0# ( (Κχ b1) χ c1) h
3

= (ab0# (Κχ b1) ) (c# h
3 ) = [a , b ] (c# h

3 ) ,

故[ , ]是A # H
3 rat2双模映射.

易证[ , ]是内侧B 2线性的且 ( , )是B 2双模映射 (证明略). 下面证 ( , )是内侧A # H
3 rat2

线性的 (即A # H
3 rat2M iddle L inear).

( ii)　Π a , b∈A , c# h
3 ∈A # H

3 ra t,

　　 (a← (c# h
3 ) , b) = (Sθ3 ( l_ h

3 )õac, b) =〈Sθ3 ( l_ h
3 ) , a1c1〉(a0c0, b)

　=〈h
3 , Sθ (a1c1) l〉Κõa0c0b=〈h

3 χ Sθ (a1c1) , l〉Κõa0c0b= Κ(h
3 χ Sθ (a1c1) )õa0c0 (b) )

　=〈Κ, a1c1b1〉〈h
3 χ Sθ (a2c2) , a2c2b2〉a0c0b0=〈Κ, a1c1b1〉〈h

3 , b2〉a0c0b0

　= Κõ (ac (h
3 õb) ) = (a , c (h

3 õb) ) = (a , c# h
3 →b).

因此 ( , )是内侧A # H
3 rat2线性的.

( iii)　最后证结合性. Π a , b, c∈A ,

　　　　[a , b ]→c = (ab0# (Κχ b1) )→c= ab0c0〈Κχ b1, c1〉= ab0c0〈Κ, b1c1〉

= a (Κõ (bc) ) = a (b, c)

又

　　a←[b, c ]= a← (bc0# (Κχ c1) ) = Sθ3 ( l_ (Κχ c1) )õabc0

=〈Sθ3 ( l_ (Κχ c1) , a1b1c1〉a0b0c0=〈Κχ c2, Sθ (a1b1c1 l〉a0b0c0

=〈Κ, c2Sθ (c1)Sθ (a1b1) l〉a0b0c0=〈Sθ3 ( l_ Κ) , a1b1〉a0b0c

= (Sθ3 ( l_ Κ)õab) c= (Κõab) c= (a , b) c. □

注1　当H 是幺模的Hopf 代数时, 上边的 l 即为1, 所得到的结论就是[2 ]所讨论的M o ri2
ta Con tex t 的内容.

注2　当H 是有限维Hopf 代数时, H
3 rat= H

3 , 这时所得到的结论就是[1 ]讨论的情况.

注3　若A # H
3 rat取A # l

H 即左撞积 (这时A 是左H 2模代数)

(a# f ) (b# g ) = a (f 1õb) # f 2õg , Π a , b∈A , Π f , g∈H .
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相应地定义左、右A #
l
H 2模, 则可得到完全对偶的结论. 因方法完全类似, 故不作详细讨论.
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Abstract

Fo r a g iven com odu le a lgeb ra A over a Hopf a lgeb ra H , it is w ell know n tha t there ex2
ists a M o rita con tex t based on the sm ash p roduct A # H

3 ra t of A and H and the co invaria t

suba lgeb ra A
coH. W e show in th is paper tha t the resu lt st ill ho lds fo r arb it ra ry H .
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