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具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵
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摘　要: 本文引进了具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵的概念,讨论了它的性质

及其与具非零元素链对角占优矩阵,非奇H 2矩阵等的关系.
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1　引　言

对角占优矩阵在特征值的分布,迭代矩阵的收敛性等方面所具有的良好性质,促使人们寻

找仍具有这些性质,但较对角占优矩阵类更为广泛的矩阵类. 满足条件

A = (a ij ) ∈C n×n 且 ûa iia j j û ≥∑
k≠i

ûa ik û õ∑
k≠j

ûa jk û , i≠ j (3 )

的矩阵类便是其中之一. 关于此类矩阵以及与此相关的矩阵类,已有许多研究结果[ 1, 2, 3, 5 ]. 然

而在研究中不同的作者使用不同的术语和符号. 如文[1 ]称其为双对角占优矩阵,文[2 ], [ 5 ]称

其为连对角占优矩阵,而文[3 ]则称其为广义对角占优矩阵. 这种现象为其研究带来了诸多不

便. 由于 (3 )式实质上是 ûa iiû 和 ûa j j û 的几何平均值与∑
k≠i

ûa ik û 和∑
k≠j

ûa jk û 的几何平均值的比

较. 因此,在本文中我们给出此类矩阵一个较为合理的命名—二重几何平均对角占优矩阵以

强调其所具有的这一特征,并以此观点对其做进一步研究. 本文主要讨论具非零元素链二重几

何平均对角占优矩阵,研究它的性质,它与严格二重几何平均对角占优矩阵、具非零元素链对

角占优矩阵以及非奇H - 矩阵的关系,得到了几个有意义的结果.

2　具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵、严格二重几何

平均对角占优矩阵及具非零元素链对角占优矩阵

令C n×n = {A ûA 为 n 阶复矩阵},N = {1, 2,⋯, n},设A = (a ij ) ∈C n×n ,记

R i (A ) = ∑
j≠i

ûa ij û ,　i∈N ,
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并在不致引起误解的情况下简记R i (A ) 为R i1采用文[1 ]的记号,若A 为对角占优矩阵,记

为A ∈D 0;若A 为严格对角占优矩阵,记为A ∈D 1
定义 1　设A ∈C n×n ,若存在正对角矩阵 X 使,A X ∈D 0,则称A 为H 2矩阵,记为A ∈

D 3
0 ;若A X ∈D ,则称A 为非奇H 2矩阵,记为A ∈D 3 1
注　这里的H 2矩阵就是文[1 ]中的广义对角占优矩阵,非奇H 2矩阵就是文[1 ]中的广

义严格对角占优矩阵. 也就是文[4 ] 中的拟对角占优矩阵.

定义 2　设A ∈C n×n ,若

ûa iia j j û ≥R i (A )R j (A ) , Π　i, j ∈N , i≠ j (3 3 )

成立,则称A 为二重几何平均对角占优矩阵,记为A ∈D D 0; 若 (3 3 ) 式中不等号严格成立,

则称A 为严格二重几何平均对角占优矩阵,记为A ∈D D 1
引理 1[ 2 ]　若A ∈D D ,则A ∈D 3 ,即A 为非奇H 2矩阵.

定义 3　设A ∈C n×n ,若A 满足

1°　A ∈D D 0;

2°　G (A ) = { i∈N ûûa iia j j û〉R iR j , Π j ∈N , j ≠ i}≠ Á ;

3°　设J 3 (A ) = { ( i, j ) ûûa iia j j û = R iR j , i, j ∈N , i≠ j }, Π ( i, j ) ∈J 3 (A ) ,存在A 的非

零元素链 a i0 i1a i1 i2⋯a ir j0 ,使得 i0 = i或 i0 = j 且 j 0∈G (A ) (此时称有非零元素链连接

( i, j ) 与G (A ) ) ,

则称A 为具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵,记为A ∈N D 1
定理 1　 ( i) 若A ∈D D ,则A ∈N D .

( ii) 若A ∈N D ,则 a ii ≠ 0, Π i ∈N .

证明　当A ∈D D 时,显然A ∈D D 0且G (A ) = {1, 2,⋯, n},故此时J 3 (A ) = Á ,于是

A 满足定义 3的 1°—3°条,所以A ∈N D , ( i) 得证. 当A ∈N D 时,由G (A ) ≠ Á 可直接得出
a ii≠ 0, Π i∈N , ( ii) 得证.

例 1　设

A =

1 0 - 1

0 1 - 1

0
1
2

1

,

则由定义易验证A ² D D ,但A ∈N D . 由此可知D D < N D ,但D D ≠N D ,即严格二重几何平

均对角占优矩阵是具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵的特款.

定理 2　设A 为具非零元素链对角占优矩阵,则A ∈N D 1
证明　设A 具非零元素链对角占优,则由其定义[ 4 ] 易知:

1°　A ∈N D 0;

2°　存在 i∈N ,使 ûa iiû〉R i,又因对任意 j ∈N , ûa j j û≥R j ,故 ûa iia j j û〉R iR j , Π j∈N , j ≠

i,即 i∈G (A ) ,所以G (A ) ≠ Á .

3°　若J 3 (A ) = Á ,则定理成立. 若J 3 (A ) ≠Á , Π ( i, j ) ∈J 3 (A ) , ûa iia j j û = R iR j ,由于

ûa iiû ≥R i, ûa j j û ≥R j ,故必有 ûa iiû = R i, ûa j j û = R j; 而由具非零元素链对角占优矩阵之定义

知, 存在非零元素链a ii1a i1 i2⋯a irk使 ûakk û〉R k ,而此时显然k∈G (A ). 故存在非零元素链连接 ( i,
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j ) 与G (A ). 于是A 满足定义 3的条件,故A ∈N D 1
例 2　设

A =

3 1 0

1 1 1

1
2

1
2

2

,

则A 不是具非零元素链对角占优矩阵,但A ∈N D 1由此可知,N D 是一类比具非零元素链对

角占优矩阵更为广泛的矩阵.

3　具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵与非奇H 2矩阵

定理 3　设A ∈N D ,则A ∈D 3 ,即A 为非奇H 2矩阵
证明　设A ∈N D ,当J 3 (A ) = Á 时,A ∈D D 1于是由引理 1知A 为非奇H 2矩阵 1当

J 3 (A ) ≠ Á 时,我们分两种情况来讨论,为叙述方便,令

J 1 (A ) = { i∈N ûûa iiû〈R i}, J 2 (A ) = { i∈N ûûa iiû = R i}.

由定义 3的 1°与 2°知 ûJ 1 (A ) û ≤ 1 (即J 1 (A ) 至多有一个元素) 且当J 1 (A ) ≠Á 时J 2 (A ) =

Á ,故我们可分 J 1 (A ) = Á 与 J 1 (A ) ≠ Á 两种情况分别讨论.

情况 1　J 1 (A ) = Á ,此时由J 3 (A ) ≠Á 知J 2 (A ) ≠Á 且 ûJ 2 (A ) û≥ 2,设J 2 (A ) = { i1,

i1, ⋯, ik },再由G (A ) ≠Á 知 2≤ k≤ n - 1. 于是当 i ² J 2 (A ) 时, ûa iiû〉R i1不失一般性,我们

可设 i1 = 1,⋯, ik = k ,于是由定义 3的 3°知至少存在一个 t, 1≤ t≤ k 和 j 0, k + 1≤ j 0≤ n ,

使 a tj0 ≠ 0. 不妨设 ak j0 ≠ 0,由于 j 0 ² J 2 (A ) ,所以有 ûa j0 j 0û〉R j 0,故可适当选取 0〈Ε〈1,使得

ûa j0 j0ûΕ〉R j0. (1)

取正对角阵X 1 = diag (1,⋯, 1, Ε, 1,⋯, 1) ,其中 Ε位于第 j 0 列. 记B = (bij ) = A X 1,则

bij = a ij (Π i∈N , j ≠ j 0) , bij0 = Εa ij0 , i∈N . (2)

于是

　R k (B ) = ∑
j≠k

ûbk j û = ûbk j0û + ∑
j≠k , j 0

ûbk j û = Εûak j 0û + ∑
j≠k , j0

ûak j û〈∑
j≠k

ûak j û = R k ,

　R j0
(B ) = ∑

j≠j0

ûbj0 j û = ∑
j≠j 0

ûa j0 j û = R j ,

所以

　　　　ûbiiû =

ûa iiû = R i≥R i (B ) ,　1≤ i≤ k - 1,

ûakk û = R k〉R k (B ) ,

ûΕa j 0 j0û〉R j0 = R j0
(B ) ,

ûa iiû〉R i ≥R j 0
(B ) ,　k + 1≤ i≤ n , i≠ j 0.

(3)

显然B 与A 有相同的零位模式,故由 (3) 式知仍有B ∈N D , J 1 (B ) = Á 且 ûJ 2 (B ) û ≤ k - 1,

若 ûJ 2 (B ) û ≤ 1,则B ∈D D ,于是由引理 1知B ∈D 3 ,即存在正对角阵 Y 使B Y = A X 1Y ∈

D ,而X 1Y 仍为正对角阵,故A ∈D 3 1若 J 2 (B ) ≥ 2,则 J 3 (B ) ≠ Á ,用B = A X 1 代替A 进

行上述类似讨论,则至多有 k - 1个正对角阵X 1,⋯, X k- 1使S = A X 1⋯X k- 1∈D D . 由引理 1

知S ∈D 3 ,于是存在正对角阵X 使S X = A X 1⋯X k- 1X ∈D ,而X 1⋯X k- 1X 仍为正对角阵,故
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A ∈D 3 ,即A 为非奇H 2矩阵.

情况 2　J 1 (A ) ≠Á ,此时由 ûJ 1 (A ) û = 1且J 2 (A ) = Á ,即只有一个 i∈N ,使 ûa iiû〈R i,

而任何 j ∈N , j ≠ i都有 ûa j j û〉R j ,不妨设 ûa11û〈R 1, ûa 22û〉R 2,⋯, ûannû〉R n且G (A ) = {n}. 又

设A 的第一行的非零元素依次为 a1i1 , a1i2 ,⋯, a1ik
(2≤ i1〈i2〈⋯〈ik ≤ n). 由 n ∈G (A ) 知

ûa11annû〉R 1R n ,

故可适当选取 0〈Ε〈1,使

Εûa11annû〉R 1R n. (4)

又因 ûa11û〈R 1,所以 Εûannû〉R n ,取正对角阵

X 1 = diag (1,⋯, 1, Ε) ,

记B = (bij ) = A X 1,则

bij = a ij , Π i, j ∈N , j ≠ n , bin = Εa in , Π i∈N . (5)

因而当 a1n ≠ 0时

　　R 1 (B ) = ∑
j≠1

ûb1j û = ûb1nû + ∑
j≠1, n

ûb1nû = Εûa1nû + ∑
j≠1, n

ûa1j û〈R 1. (6)

再由 n ∈G (A ) 和 (4) - (6) 及 Εûannû〉R n 得

　　　　　 ûb11bnnû = Εûa11annû〉R 1R n ≥R 1 (B )R n (B ) ,

ûb11biiû = ûa11a iiû ≥R 1R i〉R 1 (B )R i (B ) ,　1〈i〈n ,

ûbiibj j û = ûa iia j j û〉R iR j ≥R i (B )R j (B ) , i≠ j ,　1〈i, j〈n ,

ûbiibnnû = Εûanna iiû〉R iR n ≥R i (B )R n (B ) ,　1〈i〈n.

由此可见B ∈D D ,故B ∈D 3 ,即存在正对角阵Y 使B Y = A X 1Y 为严格对角占优,故A ∈D 3 ,

即A 为非奇H 2矩阵.

当 a1n = 0时,由定义 2的 3°及G (A ) = {n}知,存在 j 0≠ 0, n使 a j 0n≠ 0,此时由 (5) 式知

R j0
(B ) = ∑

t≠j 0

ûbj 0 tû = Εûa j0nû + ∑
t≠j0, n

ûa j0 tû〈R j 0,

R i (B ) = ∑
t≠i

ûbitû = Εûa inû + ∑
t≠i, n

ûa itû ≤R i, i≠ j 0.

于是由定义 3的 1°和 (4) 式以及 Εûannû〉R n 得

　　　　 ûb11bnnû = Εûa11annû〉R 1R n = R 1 (B )R n (B ) ,

ûb11bj 0 j0û = ûa11a j0 j0û ≥R 1R j 0〉R 1 (B )R j0
(B ) ,

ûb11biiû = ûa11a iiû ≥R 1R i≥R 1 (B )R i (B ) ,　i≠ 1, j 0, n ,

ûbiibj0 j 0û = ûa iia j 0 j0û ≥R iR j 0〉R i (B )R j 0
(B ) ,　i≠ 1, j 0, n ,

ûbnnbiiû = Εûanna iiû〉R nR i≥R n (B )R i (B ) ,　i≠ 1, n ,

ûbiibj j û = ûa iia j j û ≥R iR j ≥R i (B )R j (B ) , i, j ≠ 1, j 0, n.

又因B 与A 有相同的零位模式,于是仍有B ∈N D 且 j 0, n ∈G (B ). 此时若已有B ∈D D ,则

同前可证A ∈D 3 1若B ² D D ,则B 仍满足情况 2,以B 代替A 进行上述类似讨论得至多有

n - 1个正对角阵X 1, X 2,⋯, X n- 1 使 S = A X 1⋯X n- 1∈D D ,于是由引理 1知 S ∈D 3 1故存
在正对角阵X 使S X = A X 1⋯X n- 1X ∈D ,而X 1⋯X n- 1X 仍为正对角阵,故A ∈D 3 ,即A 为

非奇H 2矩阵.
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当 ûG (A ) û〉1时,仿上述过程可同样证明A ∈D 3 1
注　例 1与例 2所给矩阵,由于它们不是严格二重几何平均对角占优也不是具非零元素

链对角占优,因而应用严格二重几何平均对角占优和具非零元素链对角占优理论无法判定它

们的非奇异性和拟对角占优性,而由定理 3知,例 1与例 2都为拟对角占优矩阵,即非奇H -

矩阵.

由定理 3和文[1 ] 中的引理 5及文[4 ] 中的定理 519易得如下结论.

推论 1　设A ∈R n×n 且A ∈N D ,则

( i)　offd iag A ≤ 0, a ii〉0, Π i∈N ,则A 为非奇M 2矩阵;

( ii)　设A 的谱 Ρ(A ) = {Κ1,⋯, Κn}, 若 a ii〉0, i = 1,⋯, n , 则 R e (Κj )〉0, j = 1,⋯, n , 若

a ii〈0, i = 1,⋯, n ,则R e (Κi)〈0, j = 1,⋯n;

( iii)　若 a ii〉0, i = 1,⋯, n ,则 det A 〉0且A - 1 的对角线元皆为正.

注　1°　推论1中的 ( i)就是[1 ]中的引理5.

2°　由推论1可知,具非零元素链二重几何平均对角占优矩阵类是比具非零元素链对角占

优矩阵类更为广泛,但又保留了其基本性质的矩阵类.
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D oubly Geom etr ic M ean D iagona lly D om inan t M atr ices
with Nonzero Elem en ts Cha in

L i Y aotang　　　　　　　　　　 Y ou Z haoy ong
(D ep t. of M ath. , Yunnan U niversity, Kunm ing 650091)　 (Schoo l of Science, X i′an J iao tong U niv. , X i′an 710049)

Abstract

T he concep t of doub ly geom etric m ean diagnally dom inan t m atrices w ith nonzero ele2
m en ts cha in are in troduced, and the rela t ion s betw een the m atrices and diagnally dom inan t

m atrices w ith nonzero elem en ts cha in as w ell as non singu lar H 2m atrices are stud ied.

Keywords　diagnally dom inan t m atrices, non singu lar H 2m atrices.
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