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特殊半鞅的一个局部性质
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摘　要: 本文讨论特殊半鞅的一个局部性质,将局部 (平方可积)鞅的结果推广到了一类

特殊半鞅的情形。
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设 (8 , F , P ) 为完备概率空间, F = (F t) t≥0 为一满足通常条件的子 Ρ 2代数族. 以

M 0, loc表示零初值局部鞅空间, M 2
0, loc表示零初值局部平方可积鞅空间, V+ ∩P 表示零初值

可料增过程空间. 用 [M ,M ]表示与局部鞅M 联系的增过程,〈M 〉表示与局部平方可积鞅M

联系的可料增过程, Α(M ) 表示局部可积增过程 [M ,M ]1ö2 的可料对偶投影. 设 X = (X t) t≥0

为一随机过程, 用 {X →}表示集合 {lim
t→∞

X t存在且有穷}. 特殊半鞅的收敛性作为鞅收敛性的

推广自然受到许多学者的关注, L ip tser和 Sh iryaev及何声武、汪嘉冈和严加安在他们的专著

中都有论述. 对离散参数情形则早有更多的讨论. L ip tser和 Sh iryaev在文献[1 ]中证明了如

下定理:

　　定理A [ 1 ]　设M = (M t) t≥0 ∈M 0, loc , 若对任何停时 Ρ, E [ û△M Ρû I (Ρ〈∞) ]〈∞ , 则

　　 ( i) {M →} = {[M ,M ]∞〈∞}　a. e. (1)

　　 ( ii) {lim
t→∞

M t = - ∞}∩ {lim
t→∞

M t = ∞} = {[M ,M ]∞ = ∞}　a. e. (2)

　　在文献[5 ]中, 利用改进的L englart不等式将定理A 第一部分的结论推广到了一类特殊

半鞅情形, 证明了如下结论:

　　定理 B[ 5 ]　设X = X 0 + M + A 为特殊半鞅, 其中M ∈M 0, loc,A ∈V+ ∩P , E ûX 0û〈∞,

若对任何停时 Ρ, E [ û△X Ρû I (Ρ〈∞) ]〈∞, 则

{X →} = {A ∞ + Α∞ (M )〈∞}　a. e. (3)

　　定理B 的优点是不同于文献[1 ]和[4 ]要求△X 有界, 因而可以包含定理A 的第一部分

作为特例. 在本文中, 将定理A 的第二部分结论也推广到这类特殊半鞅情形. 定理的证明需

要利用何声武、汪嘉冈和严加安新近在文献[4 ]中给出的如下定理:

　　定理 C [ 4 ]　设 X = X 0 + M + A 为非负特殊半鞅, 其中M ∈M 0, loc,A ∈V+ ∩ P ,
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E ûX 0û〈∞ , 则

{A ∞〈∞} = {X →}∩ {M →}　a. e. (4)

　　下面是本文的主要结果:

　　定理1　 设X = X 0 + M + A 为特殊半鞅, 其中M ∈M 0, loc,A ∈V+ ∩P , E ûX 0û〈∞ ,

若满足

　　 ( i)　 对任何停时 Ρ, E [ û△X Ρû I (Ρ〈∞) ]〈∞ ;

　　 ( ii)　 {sup
t≥0

X t〈∞}∪ {inf
t≥0

X t〉- ∞} < {A ∞〈∞},

则有

{lim
t→∞

X t = - ∞}∩ {lim
t→∞

X t = ∞} = {A ∞ + Α∞ (M ) = ∞}　a. e. (5)

　　证明　对 a〉0, b〉0 , 记

Σa = inf{ t: X t≤- a},　Ρb = inf{ t: X t≥ b},

则有

∩
a∈N

{Σa〈∞} = {lim
t→∞

X t = - ∞}, ∩
b∈N

{Ρb〈∞} = {lim
t→∞

X t = ∞}.

这里N 表示自然数全体. 定义增过程

V
(1) = (V (1)

t ) t≥0,　V
(2) = (V (2)

t ) t≥0,

这里

V
(1)
t = (△X Σa

) - I ( t≥ Σa) , V
(2)
t = (△X Σa

) + I ( t≥ Σa).

因为

E [ û△X Ρû I (Ρ〈∞) ]〈∞, EV
(1)
∞〈∞, EV

(2)
∞〈∞,

即V
(1) ,V

(2) 为适应可积增过程, 其可料对偶投影存在. 记A
(1) ,A

(2) 分别为V
(1) ,V

(2) 的可料对

偶投影. 令

Y 0 = a + X +
0 , N t = V

(1)
t - A

(1)
t , Z t = M t∧Σa

+ N t,

则 Z = (Z t) t≥0 为零初值局部鞅. 再记

Y t = Y 0 + A
(1)
t + A t∧Σa

+ Z t,

则 Y = (Y t) t≥0 为特殊半鞅. 又因为

　　　Y t = Y 0+ A
(1)
t + A t∧Σa

+ Z t= a+ X
+
0 + A

(1)
t + A t∧Σa

+ M t∧Σa
+ V

(1)
t - A

(1)
t

= a+ X
+
0 + A t∧Σa

+ M t∧Σa
+ V

(1)
t ≥a+ X 0+ A t∧Σa

+ M t∧Σa
+ V

(1)
t

= a+ X t∧Σa
+ V

(1)
t = a+ X t∧Σa

+ (△X Σa
) -

I ( t≥Σa)

≥ (△X Σa
) -

I ( t≥Σa) ,

所以 Y = (Y t) t≥0 为非负特殊半鞅, 且 E [Y 0 ]〈∞. 由定理C

{A
(1)
∞ + A Σa
〈∞} < {Y →}　a. e.

由

E [A (1)
∞ ] = E [V (1)

∞ ] ≤ E [ û△X Σa
û I (Σa〈∞) ]〈∞,

知

P (A (1)
∞〈∞) = 1.

又因为对任意 a〉0, {Σa = ∞} < {inf
t≥0

X t〉- ∞} , 故由
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P (A ∞ = ∞, Σa = ∞) ≤ P (A ∞ = ∞, inf
t≥0

X t〉- ∞) = 0,

知 P (A Σa
= ∞) = 0 , 此即

P (A Σa
〈∞) = 1,

从而有

P (Y →) = 1.

由 Y 的定义知 P (X
Σa →) = 1. 由定理B 知

P (A Σa
+ ΑΣa

(M )〈∞) = 1.

故有

P (A ∞ + Α∞ (M ) = ∞, Σa = ∞) ≤ P (A Σa
+ ΑΣa

(M ) = ∞) = 0.

亦即

{A ∞ + Α∞ (M ) = ∞} < {Σa〈∞}　a. e. ,

从而有

{A ∞+ Α∞ (M ) = ∞}< ∩
a∈N

[Σa〈∞ ]= {lim
t→∞

X t= - ∞}　a. e.

类似可证

{A ∞ + Α∞ (M ) = ∞} < {lim
t→∞

X t = ∞}　a. e.

即有

{A ∞ + Α∞ (M ) = ∞} < {lim
t→∞

X t = - ∞}∩ {lim
t→∞

X t = ∞}　a. e.

也即

{A ∞ + Α∞ (M )〈∞} = {lim
t→∞

X t〉- ∞}∪ {lim
t→∞

X t〈∞}　a. e.

由定理B 有

{X →} = {lim
t→∞

X t〉- ∞}∪ {lim
t→∞

X t〈∞}　a. e.

而 {X →} < {lim
t→∞

X t〉- ∞}∪ {lim
t→∞

X t〈∞}是自然的包含关系, 从而得

{X →} = {lim
t→∞

X t〉- ∞}∪ {lim
t→∞

X t〈∞}　a. e.

再由定理B 即得

{A ∞ + Α∞ (M ) = ∞} = {lim
t→∞

X t = - ∞}∩ {lim
t→∞

X t = ∞}　a. e.

　　定理2　 设X = X 0 + M + A 为特殊半鞅, 其中M ∈M 2
0, loc,A ∈V+ ∩P , E ûX 0û〈∞ ,

若满足

　　 ( i)　 对任何停时 Ρ, E [ û△X Ρû I (Ρ〈∞) ]〈∞, E [ (△M Ρ) 2 I (Ρ〈∞) ]〈∞ ;

　　 ( ii)　 {sup
t≥0

X t〈∞}∪ {inf
t≥0

X t〉- ∞} < {A ∞〈∞},

则有

{A ∞ +〈M 〉∞ = ∞} = {lim
t→∞

X t = - ∞}∩ {lim
t→∞

X t = ∞}　a. e. (6)

　　证明　由定理1有

{A ∞ + Α∞ (M )〈∞} = {lim
t→∞

X t〉- ∞}∪ {lim
t→∞

X t〈∞}　a. e.

又因为对任何停时 Ρ,
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E [ û△M Ρû I (Ρ〈∞) ] ≤ E [ (△M Ρ) 2 I (Ρ〈∞) ]〈∞,

由文献[5 ]中的定理3有

{a∞ (M )〈∞} = {[M ,M ]∞〈∞} = {〈M 〉∞〈∞}　a. e.

由此即知 (6)式成立.

　　推论1　 设 X = {X n , F n , n ∈N }为下鞅,其Doob 分解为X n = X 0 + M n + A n , n ≥ 1,

其中M 为零初值鞅, A 为零初值可预报增序列, 若满足:

　　 ( i)　 E [ sup
n≥1

ûX n - X n- 1û ]〈∞, E [ sup
n≥1

(M n - M n- 1) 2 ]〈∞;

　　 ( ii)　 {sup
n≥1

X n〈∞}∪ {inf
n≥1

X n〉- ∞} < {A ∞〈∞} ,

则有

　{∑
∞

n= 1
E ( (M n- M n- 1) 2öF n- 1) + A ∞= ∞}= {lim

t→∞
X t= - ∞}∩{lim

t→∞
X t= ∞}　a. e. (7)

　　注1°　定理1和定理2及推论1是关于局部 (平方可积)鞅相应结果的一个合适推广. 若令

A ≡ 0 , 条件 ( ii)自然满足, 即得定理A 及其推论.

　　2°　本文的结论是对特殊半鞅局部收敛性有关结论的一个有意义的补充.

　　3°　条件 ( ii)是合理的, 它所明只要保证当A 趋于无穷大时X 仍能在 (- ∞, + ∞) 间振

荡, 这类特殊半鞅也具有这一局部性质.
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Abstract

In th is paper w e study a loca l p roperty of specia l sem im art inga les and ob ta in som e ex2
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