
第19卷第2期 数 学 研 究 与 评 论 V o l. 19 N o. 2
1 9 9 9 年 5 月 JOU RNAL O F M A TH EM A T ICAL R ESEA RCH AND EXPO S IT ION M ay 1 9 9 9

非正规情形下代数 Herm ite-Padé逼近的存在性与唯一性
Ξ
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(合肥工业大学数力系, 230009)

摘　要: 本文研究了非正规情形下一局部解析函数 f (z ) 的代数 H erm ite2Padé逼近, 并

在一般条件下证明了它的存在性与唯一性.
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1　引　言

近年来研究代数H erm ite- Padé逼近 (简记为H PA )已广泛为人们所关注[ 1 ]、[ 2 ], 而其存在

与唯一性是首先应当解决的问题, 文[2 ]研究了实值解析函数的H PA , 证明了正规情形下的存

在与唯一性. 本文在非正规情形下, 研究了一局部解析函数 f (z ) 的 p (p ≥2) 次 H PA 的逼近

阶, 着重讨论了选择最佳逼近唯一性的条件, 并由此系统地证明了H PA 的存在性与唯一性.

定义1[ 2 ]　设 f (z )为一形式幂级数, 并在原点的邻域内解析; p≥1为自然数, n i≥- 1 ( i=

0, 1, ⋯⋯, p )为整数, 记 n= (n0, n1, ⋯, np ) , 则称函数

P n (f , z ) = ∑
p

i= 0
a i (z ) f (z ) i= O (z

N )

为 f (z )的 p 次H erm ite2Padé代数形式, 简称代数形式; 其中

(É )　a i (z )是多项式, 且 deg (a i (z ) )≤n i (若 n i= - 1, 则 a i (z )≡0, i= 0, 1, ⋯⋯, p ) ;

(Ê )　至少有一个 i 使得 a i (z ) ¢ 0 ( i= 1, ⋯⋯, p ) ;

(Ë )　N = ∑
p

i= 0

(n i+ 1) - 1.

在不易混淆的情形下, 以下 P n (f , z )常简记为 P (f , z ).

定义2　若当 z→0时, P (f , z ) = O (z
R ) 且 P (f , z ) ≠O (z

R + 1) , 则称 P (f , z ) 的阶为 R , 记作

O rd (P (f , z ) ) = R.

[ 2 ]中已证具有最高阶 R (≥N )的 P (f , z )总是本性唯一存在的, 即系数多项式 a i (z ) ( i=

0, 1, ⋯, p )的所有组解只相差一非零常数倍, 我们把此本性唯一的代数形式记作 P
3 (f , z ) (或

P
3
n (f , z ) ) , 即
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P
3 (f , z ) = ∑

p

i= 0
a

3
i (z ) f (z ) i= O (z

R ) 1 (1)

定义3　设 P
3 (f , z )如 (1)所定义, 将满足方程

P
3 (Q , z ) = ∑

p

i= 0
a

3
i (z )Q (z ) i= 0 (2)

及初始条件

Q (0) = f (0) (3)

的解Q (z )称为 f (z )的代数H erm ite2Padé逼近.

定义4　若5P 3 (f , z )
5f

û z = 0= 0, 则称 P
3 (f , z )为非正规的, 否则为正规的.

2　主要结果

若 P
3
n (f , z ) = z

r
P

3
m (f , z ) = O (z

R ) , 其中 r〉0, P
3
m (f , z ) 的系数多项式无 z

r 的公因子. 当

P
3
m (f , z ) 为正规时, 其存在唯一性文[ 2 ]已证; 而当 P

3
m (f , z ) 为非正规时, 可讨论与之等价的

P
3
m (f , z ) = O (z

R - r).

故本文在以下的讨论中, 均不妨假设 P
3 (f , z )为系数多项式无 z

r (r〉0)公因子的非正规的

代数形式.

引理1[ 3 ]　考虑方程 F (z ,w ) = 0, 其中 F (z , w ) 是解析于域û z - z 0û〈Χ, ûw - w 0û〈Θ中的二

元函数. 设已知 F (z 0,w 0) = 0且 F (z 0,w ) ¢ 0, 在此条件下有: 存在着邻域ûz - z 0û〈Χ′〈Χ, ûw -

w 0û〈Θ′〈Θ, 在其中 F (z ,w )可表成下形

F (z ,w ) = [A 0 (z ) + ⋯+ A k- 1 (z )w
k- 1+ w

k ]5 (z ,w ) ,

其中A i (z ) ( i= 0, 1, ⋯, k - 1) 当ûz - z 0û〈Χ′时是解析函数, k 是自然数等于诸导数
5nF (z 0,w 0)

5w n

(n= 1, 2, ⋯)中异于零的那些导数之最低阶数; 5 (z , w ) 是解析于域û z - z 0û〈Χ′〈Χ, ûw - w 0û〈Θ′
〈Θ中的函数, 并且在这里它不等于零.

据此引理, 当 p ≥2及52P 3 (f , z )
5f 2û z = 0

=
52P 3 (f (0) , 0)

5Q 2 ≠0时, 即 k = 2, 因而由 P
3 (Q , z ) = 0确

定的Q (z ) 在原点满足Q (0) = f (0) 的分枝有且仅有两个. 为此我们讨论选择逼近唯一性的条

件, 使其逼近 f (z )的阶最高.

引理 2 　设 p = 2, P
3 ( f , z ) = ∑

2

i= 0
a

3
i ( z ) f ( z ) i = O ( z

R ) , 且 ∑
2

i= 0
û a

3
i ( 0 ) û ≠ 0;

O rd (5P 3 (f , z )
5f

) = D , 0〈2D〈R ; 令G (z ) = a3
1 (z ) 2 - 4a3

2 (z ) a3
0 (z ) , 则O rd (G (z ) ) = 2D .

证明　因 (5P 3 (f , z )
5f

) 2- G (z ) = 4a
3
2 (z ) P

3 (f , z ) = O (z
R ) , 又O rd ( (5P 3 (f , z )

5f
) 2) = 2D ,

0〈2D〈R , 从而O rd (G (z ) ) = 2D .

注　引理2所设条件蕴含了 a
3
2 (0) =

1
2

(52P 3 (f , z )
5f 2û z = 0

)≠0, 否则易推得与∑
2

i= 0
ûa

3
i (0) û≠0相

矛盾.

引理3　在引理2的条件下, 则在原点的邻域内存在函数Q (z ) 的两个解析分枝Q i (z ) ( i=

1, 2) , 满足 P
3 (Q , z ) = 0及Q (0) = f (0) ; 并且有Q 1

( j ) (0) = Q 2
( j ) (0) ( j = 0, 1⋯,D - 1) , 但Q 1

(D )
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(0)≠Q 2
(D ) (0).

证明　由引理2G (z ) = Α2D z
2D + Α2D + 1z

2D + 1+ ⋯ (Α2D ≠0) , 于是

G (z ) = Α2D (z
D + ⋯). (4)

因此, 由 P
3 (Q , z ) = a

3
0 (z ) + a

3
1 (z )Q + a

3
2 (z )Q

2= 0及 a
3
2 (0)≠0可得

Q 1, 2 (z ) =
- a3

1 (z ) + G (z )
2a3

2 (z ) =
- a3

1 (z ) + Α2D (zD + ⋯)
2a3

2 (z ) ,

其中 Α2D 按复数开平方来理解. 即在原点的邻域内得到了函数Q (z ) 的两个解析分枝Q i (z )

满足Q i (0) = f (0) = -
a3

1 (0)
2a3

2 (0)
( i = 1, 2) ; 并且显然有Q 1

( j ) (0) = Q 2
( j ) (0) ( j = 0, 1,D - 1) ,

但Q 1
(D ) (0) ≠Q 2

(D ) (0).

由此看出如果我们选择满足条件

Q
( j ) (0) = f

( j ) (0)　 ( j = 0, 1, ⋯,D ) (5)

的函数Q (z )作为 f (z )的H PA , 唯一性得以保证, 存在性可见如下定理.

定理1　在引理2的条件下, 则在原点的邻域内存在唯一的解析函数Q (z ) , 满足 P
3 (Q , z )

= 0及条件 (5) ; 并且Q (z ) = f (z ) + O (z
R - D ).

证明　由 (4)式 G (z ) = Α2D (z
D + ⋯) (Α2D ≠0). 又

P
3 (f , z ) = a

3
0 (z ) + a

3
1 (z ) f (z ) + a

3
2 (z ) f (z ) 2= O (z

R ) , (6)

于是由 (6)及引理3可得

f
( j ) (0) = Q

( j )
i (0) =

- a3
1 (z )

2a3
2 (z )

( j )

z = 0
　 i= 1, 2; j = 0, 1, ⋯D - 1 , (7)

而

f
(D ) (0) = -

a3
1 (z )

2a3
2 (z )

(D )

z = 0
+ Α2D

D !
2a3

2 (0) = Q
(D ) (0) , (8)

其中 Α2D 按复数开平方来理解. 故由 (7) , (8) 可知在原点的邻城内满足 P
3 (Q , z ) = 0及条件

(5)的解析函数Q (z )的存在唯一性得证; 余下关于Q (z ) = f (z ) + O (z
R - D )的证明可见[1 ].

当 p〉2及52P 3 (f , z )
5f 2û z = 0

≠0时, 由引理1知在û z û〈Χ′, ûQ - f (0) û〈Θ′内, P
3 (Q , z ) 可表成 P

3

(Q , z ) = [A 3
0 (z ) + A

3
1 (z )Q + Q

2 ]5 (Q , z ) , 则 P
3 (Q , z ) = 0等价于

F
3 (Q , z ) = A

3
0 (z ) + A

3
1 (z )Q + Q

2= 0. (9)

同理, P
3 (f , z ) = [A 3

0 (z ) + A
3
1 (z ) f (z ) + f (z ) 2 ]5 (f (z ) , z ) = O (z

R ). 因为 5 (f (z ) , z ) 解析, 且

5 (f (0) , 0)≠0, 于是有

F
3 (f , z ) = A

3
0 (z ) + A

3
1 (z ) f (z ) + f (z ) 2= O (z

R ). (10)

又当D〈R 时, 再由O rd (5P 3 (f , z )
5f

) = D , 可得

O rd (5F 3 (f , z )
5f

) = D . (11)

注意到A
3
0 (z ) , A

3
1 (z ) 在原点的邻域内均为解析函数, 并由 (9)— (11) 式, 类同于定理1的

证明可得如下定理.
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定理2　设 p〉2, P
3 (f , z ) = ∑

p

i= 0
a

3
i (z ) f (z ) i= O (z

R ) , 满足　 (É ) ∑
p

i= 0

û a
3
i (0) û≠0; 　

(Ê ) O rd (5P 3 (f , z )
5f

) = D , 0〈2D〈R ; 　 (Ë ) 52P 3 (f , z )
5f 2û z = 0

≠0,

则在原点的邻域内存在唯一的解析函数Q (z ) , 满足 P
3 (Q , z ) = 0及条件 (5) , 并且

Q (z ) = f (z ) + O (z
R - D ).

当O rd (5P
3 (f , z ) ö5f ) = R ö2时, 在原点重合的分枝Q i (z ) ( i= 1, 2) 实际上是处处重合

的[ 2 ]
.

综上所述, 当 p ≥2、2D ≤R 及在定理2的条件下, 我们把定义3中的初始条件 (3) 稍加改变

为

Q
( j ) (0) = f

( j ) (0)　 ( j = 0, 1⋯, t) , (12)

其中 t=
D , 当2D〈R ,

0, 当2D = R ,
则满足方程 (2) 及初始条件 (12) 的 f (z ) 的H PA 是唯一存在的, 且逼近

阶升高到R - D (≥D ).

例　设 f (z ) = sinz , p = 3, n= (- 1, 1, 0, 1) ,N = 4, 则有

P
3 (f , z ) = - 6zf (z ) + 6f

2 (z ) + zf
3 (z ) = O (z

6)　 (R = 6).

又O rd (5P 3 (f , z )
5f

) = 1,
52P 3 (f , z )

5f 2û z = 0
= 12≠0, 由定理2知在原点的邻域内存在唯一的解析函数

Q (z ) = z -
1
6 z

3+
1

18z
5-

5
216z

7+ ⋯= f (z ) + O (z
5) , 此分枝仅需条件Q

( j ) (0) = f
( j ) (0) ( j = 0,

1)来选择.
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Ex istence and Un iqueness of A lgebra ic Herm ite-Padé
Approx imation in the Nonnormal Case

Q ian Z ep ing　　Z hu Gong qin
(H efei U niversity of T echno logy, 230009)

Abstract

W e study the a lgeb ra ic H erm ite- Padéapp rox im at ion to a loca lly ana lyt ic funct ion f (z )

in the nonno rm al case. Ex istence and un iqueness theo rem s under fa irly genera l condit ion s are

p roved.

Keywords　a lgeb ra ic fo rm , nonno rm al, a lgeb ra ic H erm ite- Padéapp rox im at ion.
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