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关于含m 2增生算子的非线性方程的迭代过程的几点注记Ξ
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摘　要: 本文指出文[ 1, 2, 3 ]所引入的迭代方法实际上就是M ann 型迭代和 Ish ikaw a型

迭代方法,而相应结果只不过是已有结果的简单推论.
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设 X 为实Banach 空间, X
3 为其共轭空间. 正规对偶映象 J : X →2

X 3
定义为 J x = {f ∈

X
3 ,〈x , f 〉= úx ú 2

= ú f ú 2
},其中〈õ,õ〉表示广义共轭对. 若X

3 为严格凸的,则 J 是单值的且 J

(- x ) = - J x , J ( tx ) = tJ x , t≥0. 若X
3 为一致凸的,则 J 在X 的有界子集上是一致连续的

[ 4 ]
.

分别用D (T ) , R (T )表示算子 T 的定义域和值域,用 j 表示单位的正规对偶映象.

算子 T : D (T ) < X →X 称为增生的,如果Π x , y∈D (T ) ,相应地有 j∈J (x - y )使

〈T x - T y , j〉≥ 0; (1)

增生算子 T 称为m 2增生的,如果Π Κ〉0, R (T + ΚI ) = X .

设 T : D (T ) < X →X 为m 2增生的,则Π f ∈X ,方程 x + T x = f 有唯一解.

最近, [ 1 ], [ 2 ]以及[3 ]分别研究了含m 2增生算子的非线性方程的解的迭代问题. 他们试

图就 T 的定义域D (T )为 X 的真子集的情形来证明所引入的迭代格式的收敛性. 不幸的是,

所使用的投影算子恰好是恒等算子, 而所引入的迭代格式正是通常的M ann 型迭代格式和

Ish ikaw a 型迭代格式. 因此所得的结果大部分实际上是已有结果的重述和简单推论,都使用

了[5 ]的一个结果.

定理1　设 X 为一致凸和一致光滑的Banach 空间, T : D (T ) < X →X 为m 2增生算子,则

Π x∈X , lim
r→0

J rx 存在,记之为Q x ,则Q : X →D (T )为非扩展收缩,其中 J r= ( I + rT ) - 1
.

当 T : D (T ) < X →X 为有界m 2增生算子时,可以证明上述投影算子Q 就是恒等算子. 事

实上,有更强的结果.

定理2　设 X 为实Banach 空间, T : D (T ) < X →X 为有界m 2增生算子. 令 J r = ( I +

rT ) - 1
. 则D (T ) = X ,Q = I.

证明　设 x∈X 任意给定,要证 x∈D (T ). 由 J rx = ( I + rT ) - 1
x 得

J rx + rT J rx = x ,　Π r〉0. (2)
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　　取定 x 0∈D (T ) ,则 J rx 0→x 0 (r→0). 因 J r: X →D (T )为非扩展算子,故

úJ rx - J rx 0ú ≤ úx - x 0ú. (3)

从而对充分小的 r〉0,有úJ rx ú≤úx - x 0ú+ úJ rx 0ú≤úx ú+ 3úx 0ú=
△

M ,此即

sup
r〉0

{úJ rx ú: r〉0充分小}≤M .

由假设 T 为有界算子知, {T J rx }关于充分小的 r〉0为有界序列,故 rT J rx→0 ( r→0). 由

(2)得 J rx→x (r→0) ,即 x∈D (T ) ,Q x = lim
r→0

J rx = x. □

从[6 ]中的定理1可以推得下述结果.

定理3　设 X 为实一致光滑Banach 空间, T : X → X 为m 2增生算子, 且 R (T ) 有界, 设

{cn}
∞
n= 0 为 (0, 1 ]中实数列满足 ( i) cn→ 0 (n→∞) ; ( ii) ∑

∞

n= 0
cn = ∞ (或∑

∞

n= 0
cn (1 - cn) = ∞). Π f

∈X ,定义 S : X →X , S x = f - T x. 则M ann 型迭代序列{x n}
∞
n= 0:

(M )　
x 0∈X

x n+ 1= (1- cn) x n+ cnS x n ,　n≥0

强收敛于方程 x + T x = f 的唯一解.

证明　因 T : X →X 为m 2增生算子,故方程 x + T x = f 有唯一解,记为 x
3 . 从而 x

3 是S 的

唯一不动点,故 F ix (S ) = {x
3 }≠Á . 因 T 为增生算子,故Π x , y∈X ,存在 j∈J (x - y )使得

〈T x - T y , j〉≥ 0. (4)

从而Π x , y∈X ,存在 j∈J (x - y )使得

〈S x - S y , j〉= - 〈T x - T y , j〉≤ 0. (5)

(5)式表明 S : X →X 为严格伪压缩算子.

由假设 R (T )为有界集,故 R (S )为有界集. 由[6 ]中的定理1知, x n→x
3 (n→∞).

断言1　[1 ]中的定理3是定理3的推论.

证明　因[1 ]中的定理3假设D (T )为闭的, R (T )为有界集. 故由定理2知D (T ) = X , Q =

I. 从而[1 ]中的定理3使用的迭代格式

x n+ 1= Qp n

p n= (1- cn) x n+ cnS x n , n≥0

x 0∈D (T )

变为

(M )　
x 0∈X ,

x n+ 1= (1- cn) x n+ cnS x n , n≥0,

其中 cn = (0, 1 ],∑
∞

n= 0
cn = ∞, cn → 0 (n →∞) .

由定理3知, {x n}
∞
n= 0强收敛于 x + T x = f 的唯一解. □

断言2　[2 ]中的定理5,定理6是定理3的推论.

证明　同断言1之证明,略. □

事实上, K. K. T an 和H. K. Xu
[ 7, Theo rem 4. 1 ]已经证明了下述结果.

定理4　设 X 为 p 2一致光滑Banach 空间, p〉1, T : X →X 为L ip sch itzian 强增生算子. 定
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义 S : X →X , S x = f - T x + x. 设{Αn}
∞
n= 0和{Βn}

∞
n= 0为[0, 1 ]中两个数列满足: ( i) lim

n
Αn = lim

n
Βn

= 0; ( ii)∑
∞

n= 0
Αn = ∞ ,则对任意初值 x 0∈X , Ish ikaw a 序列{x n}:

( IS)　
x n+ 1= (1- Αn) x n+ ΑnS y n

y n= (1- Βn) x n+ ΒnS x n , n≥0

强收敛于方程 T x = f 的唯一解.

从定理4易得下述结果.

定理5　设 X 为 p 2一致光滑Banach 空间, p〉1, T : X →X 为L ip sch itzian m 2增生算子. 定

义 S : X →X , S x = f - T x. 设{Αn}和{Βn}如定理4所述,则 Ish ikaw a迭代序列{x n}
∞
n= 0.

( IS)′　

x 0∈X

x n+ 1= (1- Αn) x n+ ΑnS x n

y n= (1- Βn) x n+ ΒnS x n , n≥0

强收敛于方程 x + T x = f 的唯一解.

证明　只需注意 S x = f - (x + T x ) + x ,而 I + T 为强增生算子. □

断言3　[2 ]中的定理3,定理4是定理5的推论或重述.

证明　显然[2 ]中定理4是定理5的重述. 下面证明[2 ]中的定理3是定理5的简单推论.

由 [2 ]中定理3的假设 T : D (T ) < X →X 为L ip sch itz m 2增生算子,故 T 为有界m 2增生算
子. 由定理2知, D (T ) = X , Q = I. 因[2, T heo rem 3 ]也假设D (T )是闭的,故D (T ) = X . 因此,

[ 2, T heo rem 3 ]所使用的迭代格式:

p n= (1- Αn) x n+ Αn (f - TQy n) ,　n≥0,

y n= (1- Βn) x n+ Βn (f - T x n) ,　n≥0,

x n= Qp n- 1, n≥1, x 0∈D (T ) = X ,

实际上是通常的 Ish ikaw a 型迭代格式

( IS)″　

x n+ 1= (1- Αn) x n+ Αn (f - Ty n) ,

y n= (1- Βn) x n+ Βn (f - T x n) , n≥0,

x 0∈X .

依定理5知, {x n}
∞
n= 0强收敛于方程 T x + x = f 的唯一解. □

断言4　[2 ]中的定理7是其[2, T heo rem 8 ]的推论,而其[ 2, T heo rem 8 ]是定理5的简单推

论.

证明　只需注意 T 为m 2耗散当且仅当- T 为m 2增生. □

断言5　[3 ]中的定理3. 1是其定理3. 2的推论,而[3, T heo rem 3. 3 ]是其定理3. 4的推论.

证明　类似于断言3, 4之讨论. 从略. □

由以上讨论可知,含m 2增生算子的非线性方程解的迭代逼近问题当D (T )为 X 一个真子

集时并未真正解决. 最近,我们研究了这个问题,将在另文给出.
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Abstract

In the p resen t no te w e find tha t the itera t ive m ethods in troduced in papers [1- 3 ] are e2
qu iva len t to the M ann type itera t ive m ethod and the Ish ikaw a type itera t ive m ethod, w h ile

the resu lts therein are no t new.

Keywords　m 2accret ive opera to r, M ann itera t ion, Ish ikaw a itera t ion.
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