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关于代数体函数 Borel 方向的一个结果
Ξ

高　宗　升
(北京航空航天大学应用数学系, 100083)

摘　要: 本文证明了下列定理: 设w = w (z )为ûz û< ∞上的 Τ值代数体函数, 它的级满足

0< Θ< ∞, 则存在一条方向L : argz = Η0 (0≤Η0< 2Π) , 使得对于任意给定的 ∆, 0< ∆<
Π
2

, 在角

域 ∃ (Η0, ∆)内

lim
r→∞

lognλ3) ( r, ∃ (Η0, ∆) , a)
logr

= Θ

对任何值 a 成立, 至多除去3Τ- 1个例外.
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关于代数体函数Bo rel 方向的存在性, V aliron
[ 1 ]

, R auch
[ 2 ]

, Toda
[ 3 ]等人曾作过重要研究.

对于有限正级情形, 由吕以辇, 顾永兴[ 4 ]彻底解决. 但是对于重值情形, 一直没有相应的结果,

本文对此进行了研究, 得到了上述摘要中的结果.

1　符号与定义

设w = w (z )为方程

A Τ(z )w
Τ
+ A Τ- 1 (z )w

Τ- 1
+ ⋯+ A 0 (z ) = 0 (1)

所定义的 Τ值代数体函数, 其中A Τ(z ) , ⋯, A 0 (z ) 为û z û< ∞上的整函数, 没有公共零点. w (z )

是 Τ值函数, 它的定义域是一个R iem ann 曲面R�z , R�z 是 z 平面的 Τ叶覆盖, R�z 的点用 zζ 表示,

zζ 在 z 平面上的投影是 z , R�z 在û z û < r 上部分记为û zζû < r, n (r, a ) 为û zζû < r 内w (z ) = a 的根

的个数. n
3) (r, a)表示ûzζû< r 内w (z ) = a 的重级≤3的根的个数. 如果ûzζû< r 内w (z ) = a 的每

个重级≤3的根仅算一次, 记为 nλ3) (r, a). n
(3 (r, a)表示ûzζû< r 中w (z ) = a 重级大于3的根的个

数, nλ(3 (r, a)的意义同前. 令

S (r,w ) =
1
Π κ

ûzζû≤r

( ûw ′(z ) û
1 + ûw (z ) û 2 ) 2

dw , 　T (r,w ) =
1
Τ∫

r

0

S (r,w )
r

d r,

S (r,w ) 是w (z ) 覆盖单位w 2球面的面积平均值, T (r, w ) 称为w (z ) 的特征函数. w (z ) 的级定
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义为 Θ= lim
r→∞

log
+

T (r,w )
log r

. 本文恒假定0< Θ< ∞. 又设 n (r, R
�

z )为 R
�

z 在ûz û≤r 上的分支点总

数, 分支的级计算在内,

N (r, R�z ) =
1
Τ∫

r

0

n (r, R�z ) - n (0, R
�

z )
r

d r +
n (0, R

�
z )

Τ log r.

由[3 ]知

N (r, R�z ) ≤ 2 (Τ- 1) T (r,w ) + O (1). (2)

　　定义 z 平面上的角域 ∃ (Η0, ∆) = {z ûûargz - Η0û< ∆}, 0≤Η0< 2Π, 0< ∆<
Π
2

. R�z 在 ∃ (Η0, ∆)

上的部分用 ∃� (Η0, ∆) 表示之. n (r, ∃ (Η0, ∆) , a) 表示方程w (z ) = a 在 ∃� (Η0, ∆) ∩ {ûzζû ≤ r} 内

根的个数, 重级计算在内. 类似前面可定义 nλ3) (r, ∃ (Η0, ∆) , a) 等. 把下式

lim
r→∞

log+
n (r, ∃ (Η0, ∆) , a)

log r
≤ Θ (3)

中等号不成立的点 a 称为w (z ) 在角域 ∃ (Η0, ∆) 内的Bo rel 例外值. 文献[ 4 ]指出, 这种例外值

至多有2Τ个. 这时称L : a rgz = Η0为w (z )的一条Bo rel 方向.

2　引理及其证明

设V 是直径为1的R iem ann 球面, F 0是V 上的单连通区域, 其边界 5F 0为有限条互不相交

的圆曲线{+ j }组成, 且任意两条间的球距û+ i, + j û≥∆∈ (0,
1
2

) ( i≠j ).

设 F 是 F 0的有限覆盖曲面, 其边界是有有限条解析 Jo rdan 曲线组成, 称 5F 落在 F 0内的

部分为 F 对 F 0的相对边界, 其长记为L .

设区域D < F 0, 5D 是由点或解析 Jo rdan 曲线组成, F 覆盖在D 上的部分记为 F (D ) , 分别

称 S =
ûF û
ûF 0û , S (D ) =

ûF (D ) û
ûD û 为 F 0和D 的平均覆盖次数. 其中ûF û , û F 0û , û F (D ) û及ûD û分别

表示 F , F 0, F (D )及D 的曲面面积.

引理1
[ 6 ]　F , F 0如上所述, Θ(F ) , Θ(F 0)分别是 F 和 F 0的特征数, 则

Θ+ (F )≥Θ(F 0)S - 2
5Π2∆- 3

L ,

其中 Θ+
= m ax{Θ, 0},L 为 F 对于 F 0的相对边界长.

引理2[ 6 ]　ûS - S (D ) û< m ax{
2
∆ ,

Π2

ûD û }L .

设D j ( j = 1, 2, ⋯, q) 是V 上 q (≥ 3) 个互不相交的圆, 其任意两个之间的球面距离 d (D i,

D j ) ≥ ∆∈ (0,
1
2

) ( i ≠ j ). 从V 上取出{D j }, 令 F 0 = V - ∑
q

j = 1
D j , 则 Θ(F 0) = q - 2.

设 F (D j ) 为 F 覆盖在D j 上的部分, 它由有限个连通曲面组成, 记为

F (D j ) = ∑
k

F
i
j , k + ∑

k

F
z
j , k ,

这里 F
i
j , k 关于D j 没有相对边界, 称为岛, F

z
j , k 关于D j 有相对边界, 称为半岛. 若 F 至少完全覆

盖 F
i
j , k 两次, 则称其为多叶单连通岛, 否则称为单叶单连通岛.

引理 3　 设 F 是球面V 上的m 个连通有限覆盖曲面, Θ(F ) = nζ - m (这里 nζ 为某一有限
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非负整数) , 又 n j 是 F (D j ) ( j = 1, 2, ⋯, q) 中单连通岛的个数, 则

nζ + ∑
q

j = 1

n j ≥ (q - 2)S -
23 õ 5õ Π2

∆3 L ,

其中L 是 F 的相对边界长.

证明　从 F 中去掉{D j } 上的所有半岛{F
z
j , k }, 记 F′是剩下的部分, 则

F = ∑
q

j= 1
∑

k

F
z
j , k + F′.

再从 F′中去掉{D j } 的所有岛{F
i
j , k }, 记 F″是剩下的曲面, 则 F′= ∑

q

j = 1
∑

k

F
i
j , k + F″, F″是由有

限个曲面组成, 设其可表为 F″= ∑
Λ

F ″
Λ, 则 F′= ∑

q

j= 1
∑

h

F
i
j , k + ∑

Λ
F ″

Λ. 因为 F′是通过环切由

{F
i
j , h} 和{F ″

Λ} 组成, 故特征数满足 Θ(F′) = ∑
q

j= 1
∑

k

Θ(F
i
j , k ) + ∑

Λ
Θ(F ″

Λ).

由于 F 是连通曲面, 设 F′是由N (F′) = N 片连通曲面组成, 则

Θ(F′) ≤ nζ - N (F′) ,

nζ - N (F′) ≥ Θ(F′) = ∑
q

j= 1
∑

k

Θ(F
i
j , k ) + ∑

Λ
Θ+ (F ″

Λ) - N (F″) ,

其中N (F″) 表示单连通的 F ″
Λ 的个数.

由于∑
q

j = 1
∑

k

Θ(F
i
j , k ) = ∑

q

j = 1
∑

k

Θ+ (F
i
j , k ) - ∑

q

j = 1
n j , 从而

　　∑
q

j = 1
n j = ∑

q

j = 1
∑

k

Θ+ (F
i
j , k ) - ∑

q

j = 1
∑

k

Θ(F
i
j , k )

≥∑
q

j = 1
∑

k

Θ+ (F
i
j , k ) + ∑

Λ
Θ+ (F ″

Λ) - N (F″) + N (F′) - nζ.

因为N (F′) - N (F″) ≥ 0, 所以 nζ + ∑
q

j= 1

n j ≥∑
Λ

Θ+ (F ″
Λ).

由于 F ″
Λ 是 F 0 的一个覆盖曲面, 由引理 1, Θ+ (F ″

Λ) ≥ (q - 2)S ″
Λ -

25Π2

∆3 L ″
Λ. 这里 S ″

Λ =

ûF ″
ΛûöûF 0û ,L ″

Λ 是 F ″
Λ 对 F 0 的相对边界长. 因此

　nζ + ∑
q

j= 1
n j ≥∑

Λ
(q - 2)S ″

Λ - ∑
Λ

2
5Π2

∆3 L ″
Λ ≥ (q - 2)S ″-

25Π2

∆3 L . (4)

这里 S ″= ∑
Λ

S ″
Λ. 由引理 2, ûS - S ″û < m ax{

2
∆ ,

Π2

ûF 0û }L .

　　由于 ûF 0û < ûV û = Π, 则 Π2öûF 0û ≥ 1, 因此 ûS - S ″û <
2
∆

Π2

ûF 0ûL . 从而

S ″> S -
2
∆

Π2

ûF 0ûL . (5)

注意到 q ( ∆
2

) 2 ≤ ûF 0û (这是由于令 E j = {x ∈V , ûx ,D j û <
∆
2

}. 因{E j } 互不相交且 ûE j û ≥

( ∆
2

) 2 之故) , 则由 (4) , (5) 两式
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　　nζ + ∑
q

j= 1

n j ≥ (q - 2) (S -
2

3

∆3
Π2

q
L ) -

25Π2

∆3 L ≥ (q - 2)S - 23 õ 5õ Π2∆- 3
L .

引理 4　在引理 3 的条件下, 若{D j } (1 ≤ j ≤ q) 是半径为 ∆
3
的圆域, n

3)
j 是 F (D j ) 中页数

≤ 3 的单连通岛个数, 则 4
3

nζ + ∑
q

j= 1
n

3)
j ≥ 1

3
(3q - 8)S -

23 õ 32Π3∆- 2 + 5õ 25Π2

3∆3 L .

证明　由于 n j 是 F (D j ) 中单连通岛的个数, n
3)
j 是其中叶数≤ 3 者, n

(3
j 是其中页数 > 3

者, 则 n j = n
3)
j + n

(3
j , S (D j ) ≥ n

3)
j + 4n

(3
j . 所以

S (D j ) ≥ 4 (n
3)
j + n

(3
j ) - 3n

3)
j = 4n j - 3n

3)
j . (6)

由于 ûD j û ≥ ∆2

9
, 由引理 2, S +

18Π2

∆3 > S (D j ). 再由 (6) , S +
18Π2

∆3 L > 4n j - 3n
3)
j , 所以

qS + 3∑
q

j = 1
n

3)
j +

18Π2

∆3 qL > 4∑
q

j= 1
n j.

由引理 3, 并注意到 q ( ∆
2

) 2 ≤ Π, 则 4nζ + 3∑
q

j = 1
n

3)
j > (3q - 8)S -

32 õ 23Π3∆- 2 + 25 õ 5Π2

∆3 L .

引理 5　 设w = w (z ) 是 ûz û < R (0 < R < ∞) 上的 Τ值代数体函数, F 是由w (z ) 生成

的单位球面V 上的R iem ann 曲面. 设D 1, ⋯,D q 是V 上互不相交的 q (q ≥ 3) 个半径均为 ∆
3
的

圆域, d (D i,D j ) ≥ ∆∈ (0,
1
2

) ( i ≠ j ). 若 n
3)
j 是 F (D j ) 中页数≤ 3 的单连通岛的个数, 那么对

于 Π r ∈ (0, R ) , 有

(3q - 8)
3

S (r) ≤∑
q

j= 1
n

3)
j +

4
3

n (R , R�z ) + h 2 (∆) ΤΠ2 R
R - r

,

这里 h (∆) =
23 õ 32Π3∆- 2 + 25 õ 5õ Π2

∆3 .

证明　从球面V 上去掉D 1, ⋯,D q, 记剩下的部分为 F 0, Θ(F 0) = q - 2.

由于w = w (z ) 为 ûz û < R 内的 Τ值代数体函数, 它的定义域为R�z , R�z 在平面上的投影为

ûz û < R. 设D� r = {ûzζû < r} (r ∈ (0, R ) ) 为R�z 在 ûz û < r 上的部分. 由M. H u rw itz 公式[ 7 ]

Θ(D� r) = n (r, R
�

z ) - Τ.

由引理 3, n (r, R
�

z ) - Τ≥ (q - 2)S (r) -
23 õ 5õ Π2

∆3 L (r) , 这里

S (r) =
1
Π κ

ûzζû≤r

( ûw ′(z ) û
1 + ûw (z ) û 2 ) 2dw , L (r) = ∫

ûzζû= r

( ûw ′(re
iΥ) û

1 + ûw (re
iΥ) û 2 rdΥ.

再由引理 4,
4
3

n (r, R
�

z ) -
4
3

Τ+ ∑
q

j= 1
n

3)
j ≥

(3q - 8)
3

S (r) -
h (∆)

3
L (r). 从而

N =
△

∑
q

j = 1

n
3)
j +

4
3

n (R , R�z ) ≥ 1
3

(3q - 8)S (r) -
h (∆)

3
L (r).

下面分情况进行讨论:

( i)　若对于 Π r′∈ (r, R ) , 有 (3q - 8)S (r′) - 3N > 0. 由 Schw arz 不等式

L 2 (r) ≤ 2Π2Τr
dS (r)

d r
≤ 2ΤΠ2

R
dS (r)

d r
.
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因此 (
(3q - 8)

3
S (r′) - N ) 2 ≤ h 2 (∆)

9
õ 2ΤΠ2

R
dS (r′)

d r′ , 从而

　　R - r = ∫
R

r
d r′≤ h

2 (∆) õ 9
- 12ΤΠ2R∫

R

r

dS (r′)

(3q - 8
3

S (r′) - N ) 2

≤ 2
9

ΤΠ2
R h

2 (∆) [
3q - 8

3
S (r) - N ]- 1 3

3q - 8
,

所以

3q - 8
3

S (r) ≤∑
q

j = 1
n

3)
j +

4
3

n (R , R
�

z ) + ΤΠ2
h

2 (∆) R
R - r

.

( ii)　若存在某个 r′∈ (r, R ) , 使 (3q - 8)S (r′) - N ≤ 0, 则由 (3q - 8)S (r) ≤ (3q -

8)S (r′) ≤N 推出引理成立.

引理 6　设w = w (z ) 为 ûz û < R 内Τ值代数体函数, a1, ⋯, aq 为球面V 上 q 个不同的点,

且任意两点的球距≥ ∆∈ (0,
1
2

) , 若 nλ3) (R , a j ) 表示 ûz û < R 内w (z ) - a j 的零点个数, 且重

级≤ 3 的仅算一次, > 3 的不计在内, 则

3q - 8
3

S (r) ≤ 3∑
q

j = 1

nλ3) (R , a j ) +
4
3

n (R , R�z ) + h
2 (∆) ΤΠ2 R

R - r
.

证明　由引理 5 立得.

由引理 6 及 (2) 式, 用类似于文献[8 ] 中引理 2 的方法, 不难得到如下

引理 7　 设w = w (z ) 为 ûz û < ∞上的 Τ值代数体函数, 它的级满足 0 < Θ< ∞, 则必存

在一充满圆序列 # n: {ûz - z nû < rnΡn}, n = 1, 2, ⋯, 其中 z n = rne
iΗn , lim

n→∞
rn = ∞, lim

n→∞
Ρn = 0 (Ρn

> 0). 使得在每个 # n 内,w (z ) - a (Π a ∈C) 取重级≤ 3 的零点个数至少 r
Θ- Εn
n 次 (不计重级) ,

至多除去一些复数可含于 3Τ- 1 个球面半径为 r
- Θ

11
n 的球面圆内, 且lim

n→∞
Εn = 0.

3　 定理及其证明

定理　设w = w (z ) 为 ûz û < ∞内 Τ值代数体函数, 它的级满足 0 < Θ< ∞, 则存在一

条方向L : a rgz = Η0 (0 ≤ Η0 < 2Π) , 使得对于任意给定的 ∆, 0 < ∆ <
Π
2

, 在角域 ∃ (Η0, ∆) 内

lim
r→∞

lognλ3) (r, ∃ (Η0, ∆) , a)
log r

= Θ

对任何值 a 成立, 至多除去 3Τ- 1 个例外值. 其中 nλ3) (r, ∃ (Η0, ∆) , a) 表示方程w (z ) = a 在

∃� (Η0, ∆) ∩ {ûzζû ≤ r} 内根的个数, 且重级不超过 3 的仅算一次, 重级大小 3 的不计.

证明　由引理 7, 存在w = w (z ) 的一列充满圆 # n: {ûz - z nû < rnΡn}. 在每个 # n 内, 对于

任意复数 a ,w (z ) - a 取重级≤ 3 的零点个数至少 r
Θ- Εn
n 次 (不计重级) , 至多除去一些复数, 可

含于 3Τ- 1 个球面半径为 r
- Θ

11
n 的球面圆内, 且lim

n→∞
Εn = 0.

若 Η0 是{argz n} 的一个聚点, 则半直线L : argz = Η0 即具有定理中所述性质, 不失一般性,

不妨假定lim
n→∞

argz n = Η0 (0 ≤ Η0 < 2Π).
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若定理不真, 则至少存在 3Τ个点 a j ( j = 1, 2, ⋯, 3Τ) , 以及某个正数 ∆0, 使

lim
r→∞

lognλ3) (r, ∃ (Η0, ∆0) , a j )
log r

< Θ, j = 1, 2, ⋯, 3Τ. (7)

另一方面, 注意到 argz n → Η0, 则存在适当大的 n0, 当 n ≥ n0 时, 圆

# n < {z ; ûargz - Η0û < ∆0}.

令 Ε0 = m in
1≤i≠j≤3Τ

{ûa i, a j û}, 则Ε0 > 0. 取 n0 充分大, 当 n ≥ n0 时, 有 r
-

Θ
11

n <
Ε0

2
. 由充满圆序列

的定义, 存在圆序列{# n} 的一个子列{# nk
} (k = 1, 2, ⋯) , 使得对于 a j ( j = 1, 2, ⋯, 3Τ) 中的一

个, 不妨设为 a1, 有 nλ3) (# nk
,w = a1) ≥ r

Θ- Εn
nk

. 于是

　　　　lim
r→∞

lognλ3)
(r, ∃ (Η0, ∆) , a 1)

log r
≥lim

k→∞

lognλ3)
(# nk

,w = a1)

log2rnk

≥lim
k→∞

log r
Θ- Εn
kn

log2rnk

= Θ.

此与 (7)式矛盾.

参　考　文　献

[1 ]　V aliron G. C. R. A cad. Sci. Paris, 1938, 206: 735- 737.

[2 ]　R auch A. C. R. A cad. Sci. Paris, 1936, 202: 2041- 2043.

[3 ]　Toda N. N agoya M ath. Jou rnal, 1969, 34: 1- 23.

[4 ]　吕以辇, 顾永兴. 科学通报, 1983, 5: 264- 266.

[5 ]　T su jiM. P oten tia l theory in m od ern f unction theory [M ]. Tokyo, M aruzen, 1959.

[6 ]　Sum D aochum. A cta M ath. Scien t ia, 1994, 14: 213- 225.

[7 ]　T um ura Y. Japanese Jou rn. M ath. , 1942- 1943, 18: 303- 322.

[8 ]　孙道椿. 数学年刊, 1995, 2: 238- 242.

A Result of Borel′s D irection for A lgebro id Function s

Gao Z ong sheng
(Beijing U niversity of A eronautics and A stronautics, Beijing 100083)

Abstract

In th is paper, the fo llow ing theo rem is ob ta ined: L et w = w (z ) be a Τ2valued a lgeb ro id

funct ion of fin ite o rder Θ> 0 fo r ûz û < ∞ , then there ex ists a d irect ion L : argz = Η0 (0≤Η0 <

2Π) , such tha t fo r any ∆ > 0 (∆ <
Π
2

) ,

lim
r→∞

lognλ3) (r, ∃ (Η0, ∆) , a)
log r

= Θ

w ith 3Τ- 1 po ssib le excep t ion s fo r any value of a. W here nλ3) (r, ∃ (Η0, ∆) , a) is the num bers of

d ist inct zero s w ith m u lt ip licity ≤ 3 of w (z ) - a in ∃� (Η0, ∆) ∩ {ûzζû ≤ r}.

Keywords　a lgeb ro id funct ion, covering su rfaces, Bo rel′s d irect ion.
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