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欧氏空间中子流形的 P inch ing 现象
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摘　要: 本文研究了欧氏空间中紧致子流形的 P inch ing 现象, 得到了一些公式, 并证明

了一些几何量的 P inch ing 定理.
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1　引　言

关于空间形式中子流形的 P inch ing 现象, 已经有了很多深入的结果, 本文对欧氏空间子

流形的一些几何量进行了探讨, 得到了一些公式以及下面的若干结果.

定理1　设M 是欧氏空间ûR
n+ p的 n 维紧致子流形, 若0≤P-

2
S ≤n , 那么 P-

2
S ≡n , 且M 是

球面. 其中 S 为M 的第二基本形式模长平方, P- 是M 的位置向量的法分量.

用 R , R ij和R ijk l记M 的数量曲率, R icci 曲率张量和黎曼曲率张量的分量, 有下面的结论.

定理2　设M 是欧氏空间中具有非负R icci 曲率的紧致可定向超曲面, 若0≤P
2
R ≤n (n-

1) , 则 P
2
R ≡n (n- 1) , 且M 只能是超球面. 其中 P 为M 的支撑函数.

推论1　设M 是欧氏空间中具有非负R icci 曲率的紧致可定向超曲面, 若

0 ≤ P 4∑R
2
ijk l ≤ 2n (n - 1) ,

则

P 4∑R
2
ijk l ≡ 2n (n - 1) ,

且M 只能是超球面.

推论 2　 设M 是欧氏空间中具有非负R icci 曲率的紧致可定向超曲面, 若

0 ≤ P 4∑R
2
ij ≤ n (n - 1) 2,

则

P 4∑R
2
ij ≡ n (n - 1) 2,

且M 只能是超球面.
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对于超曲面, P 2S , P 2R , P 4∑R
2
ij 和P 4∑R

2
ij k l 是否存在第二空隙呢?在P 2S 和P 2R 为常

数时, 证明了下面的定理

定理 3　设M 是欧氏空间中严格凸的紧致可定向超曲面, 若P 2S 是非零常数, 则只有P 2S

= n , 且M 必为超球面.

定理 4　设M 是欧氏空间中的紧致可定向超曲面, 若P 2R 为非零常数, 则只有P 2R = n (n

- 1) , 且M 必为超球面.

2　 基本公式

设M 是 n 维黎曼流形, R n+ p 是 n + p 维欧氏空间. Υ:M → R n+ p 是一个等距浸入. 记 x 是

R n+ p 中的位置矢量, Υ(q) = r (q ∈M ) 是M 在R n+ p 中的位置矢量. 为方便, 以下所述M , 均指

Υ(M ).

取 e1, e2, ⋯, en+ p 是R n+ p 中的单位正交标架场, 并且限制到M 上, e1, e2, ⋯, en 是M 的单位

正交标架场, 它们的对偶标架场分别设为{ΞA } 与{Ξi}. 指标的取值范围约定如下:

1 ≤A ,B , C⋯≤ n + p ; 1 ≤ i, j , k , ⋯≤ n; n + 1 ≤ Α, Β, Χ, ⋯≤ n + p. 那么R n+ p 的结

构方程为

dx = ∑ΞA eA , 　deA = - ∑ΞA B eB , ΞA B + ΞB A = 0,

dΞA = - ∑ΞA B ∧ ΞB , 　dΞA B = - ∑ΞA C ∧ ΞCB.

限制到M 上, ΞΑ= 0.

设 ΞΑi = ∑h Α
ij Ξj , 记H Α =

1
n ∑h

Α
ii, H = ∑H ΑeΑ , 则M 的结构方程为

　　dΞi= - ∑ Ξij∧Ξj ,

　　dΞij = - ∑ Ξik∧Ξk j +
1
2 ∑R ij k lΞk∧Ξl, R ijk l= ∑ (h

Α
ikh

Α
j l- h

Α
ilh

Α
j k ).

对于R
n+ p中的位置矢量 x , 有

0 = ∑x iA ΞA = d x i - ∑x j Ξj i - ∑ΞΑieΑ(对 Π i) ,

限制到M 上, 得

0 = dr i - ∑r j Ξj i - ∑h
Α
ijeΑΞj = ∑ (r ij - ∑h

Α
ijeΑ) Ξj (其中 r ij ≡ d ri - ∑r j Ξj i) ,

故

r ij = ∑h
Α
ijeΑ. (1)

令 r = ∑z iei + ∑P ΑeΑ, 记 P
-

= ∑P ΑeΑ, f = 〈r, r〉, (〈, 〉为 R n+ p 的内积). 则

　　　　 f i = 2〈r, ei〉,

1
2

f ij =〈ej , ei〉+〈r, r ij〉= ∆ij +〈∑z kek + ∑P ΑeΑ, ∑h
Α
ij eΑ〉= ∆ij + ∑p Αh

Α
ij.

从而有下面的引理

引理1　设M 是 R
n+ p中的浸入子流形, 那么
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1
2

f ij = ∑P Αh
Α
ij + ∆ij. (2)

　　在 (2)中, 令 i= j 求和, 得到

1
2

∃f = n∑P ΑH
Α + n. (3)

考虑ûR
n+ 1中超曲面, (2) , (3)式分别变为

1
2

f ij = P h ij + ∆ij , (4)

1
2

∃f = n (1 + PH ). (5)

对支撑函数 P 求共变导数, 得到

P i = -
1
2 ∑h ij f j. (6)

进而 ∃P = -
n
2 ∑H if i-

1
2 ∑h ij f ij , 结合 (4)式, 得到

∃P = -
n
2 ∑H if i - PS - nH . (7)

　　引理2　对于R
n+ 1中紧致可定向超曲面, 有

1
4

ûý f û 2 + P 2 - f = 0, (8)

　　证明　由于 f = ∑z
2
i + ∑P

2
Α = ∑z

2
i + P 2, 而 z i = 〈r, ei〉=

1
2

f i, 所以 1
4

ûý f û 2 =

∑z
2
i , 故

f = ∑z
2
i + P 2 =

1
4

ûý f û 2 + P 2. □

　　命题1　对于R
n+ p中的子流形, 下面的公式成立

1
4 ∑f

2
ij - ∃f + n = ∑〈P

-
, r ij〉

2
, (9)

1
4n

(∃f ) 2 - ∃f + n = n〈P
-

, H 〉2
. (10)

　　证明　 (9) , (10)两式由 (1) , (2) , (3)直接得到.

考虑ûR
n+ 1中的超曲面, (9) , (10)两式分别变为

1
4 ∑f

2
ij - ∃f + n = P 2S , (11)

1
4n

(∃f ) 2 - ∃f + n = nP
2
H 2. (12)

由 (11) , (12)式直接得到

命题2　对于R
n+ 1中的超曲面, 有

P 2R =
1
4

(∃f ) 2 -
1
4 ∑f

2
ij - (n - 1) ∃f + n (n - 1) , (13)

∑f
2
ij =

1
n

(∃f ) 2 + 4P 2 (S - nH 2). (14)
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3　定理的证明

定理1的证明　由 (9)式

1
4 ∑f

2
ij = ∑〈rij , P

-
〉2 - n + ∃f ≤∑ú r ij ú 2ûP

-
û 2

- n + ∃f = P
-

2
S - n + ∃f ,

即 0 ≤ 1
4 ∑f 2

ij ≤ ∃ f + P
-

2
S - n. 当 P

-

2
S ≤ n 时, ∃f ≥ n - P

-

2
S ≥ 0. 由Hopf 引理知, f 为常

数, 且 P
-

2S ≡ n , 因而M 为球面. □

定理 2 的证明　直接计算 ∃ûý f û 2 有

1
2

∃ûý f û 2 = ∑ (f i∃f ) i + ∑f
2
ij - (∃f ) 2

+ ∑R ij f if j.

将 (13) 式代入, 得到

1
2

∃ûý f û 2 - ∑ (f i∃f ) i = 4〔n (n - 1) - P 2R 〕- 4 (n - 1) ∃ f + ∑R ij f if j.

在M 上积分, 并由定理条件, 知 P 2R ≡ n (n - 1) , 且R ij f if j = 0, Π i, j.

由于 n (n - 1) = P 2R = n2P 2H 2 - P 2S ≤ n (n - 1) P 2H 2, 即 P 2H 2 ≥ 1 处处成立, 所以由

PH 的连续性, 知 PH ≥ 1 或 PH ≤- 1 之一成立, 由 (5) 式和M 的紧致性, 知 f 为常数, 即M

为超球面. □

推论 1 的证明 　 由人们熟知的不等式∑R 2
ij k l ≥

2R 2

n (n - 1) , 结合条件有 (P 2R ) 2 ≤

n (n - 1)
2

P 4∑R
2
ijk l ≤ n2 (n - 1) 2, 从而 0 ≤P 2R ≤ n (n - 1). 由定理 2, 便知P 2R ≡ n (n - 1) ,

M 是超球面, 从而 P 4∑R
2
ij k l ≡ 2n (n - 1). □

推论 2 的证明　由∑R 2
ij ≥

1
n

R 2, 结合条件, 有 (P 2R ) 2 ≤ nP 4∑R
2
ij ≤ n2 (n - 1) 2, 由定

理 2, 便得 P 4∑R
2
ij ≡ n (n - 1) 2, 且M 是超球面.

定理 3 的证明　对 P 2S 求导 , 有

P iS = -
1
2

PS i, Π i. (15)

对 i 求导后求和, 并将 (7)式代入, 得到

1
2 P

2∃S = -
3
4 ∑ (P

2) iS i+
nP s

2 ∑H if i+ S (P
2
S - n) +

S
2 ∃ f .

在 S 的最大值点 y , S i= 0, 从而 P i= 0, 由 (6)式及M 的凸性, 知 f i= 0 (Π i) , 因而在 y 点

0 ≥ 1
2

P 2∃S = S (P 2S - n) +
S
2

∃f . (16)

若在 y 点, ∃ f > 0, 则 P
2
S < n; 若在 y 点, ∃ f ≤0, 将 (11)式代入 (16)式, 有

0 ≥ 1
2

P 2∃S =
S
4 ∑f

2
ij -

S
2

∃f ≥ 0.

因而 f ij = 0 (Π , i, j ). 由 (11) 式, 知 P 2S = n.

综合这两种情形, 总有 P 2S ≤ n. 由定理 1, P 2S = n , 且M 只能为超球面. □

定理 4 的证明　将 (7) 式变形为
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∃P +
n
2 ∑ (H f i) i =

n
2

H ∃f - PS - nH .

设 x 0 是使上式左端为零的点, 结合 (5) 式, 可知在 x 0 点 ,

0=
n
2 H ∃ f - PS - nH = PR + n (n- 1)H ,

乘 P 得

n - 1
2

∃f = n (n - 1) P 2R. (17)

将 (14) , (17)代入 (13)式, 得到

P
2 (S - nH

2) =
- P 2R

n (n- 1)〔n (n- 1) - P
2
R 〕.

由于 P
2
R 为非零常数,M 紧致, 故 P

2
R > 0. 因而, 在 x 0点, P

2
R ≥n (n- 1). 又由 (12) 式, 在

∃ f = 0的点, P
2
R ≤n (n- 1). 因而只有 P

2
R = n (n- 1).

关于M 是超球面的证明, 与定理2的证明相同. □
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The P inch ing Phenom enon of Subman ifold in Eucl idean Space

L i Q i　　Chen J ianhua
(J inzhou T eachers′Co llege, L iaoning 121003)

Abstract

In th is paper, w e study the P inch ing phenom enon of com pact subm an ifo ld in Euclidean

space, ob ta in som e fo rm u las, and derive P inch ing theo rem of som e geom etric quan t it ies.
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