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球 面 2 型 超 曲 面
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张　远　征
(浙江教育学院数学系, 杭州310012)

摘　要: 本文在无先念条件下, 证明了Chen [1 ]关于2型超曲面的一个定理.
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设 S
n+ 1< E

n+ 2为中心在原点的单位超球面,M
n 为其连通的超曲面并赋予诱导度量. ∃ 表

示M
n 的拉普拉斯算子, 自然地, ∃ 可作用到M

n 的 E
n+ 2值光滑映照上, 若位置向量 x 有下述分

解:

x = x 0+ x 1+ x 2, ∃x i= Κix i, Κ1≠Κ2, i= 1, 2, (1)

其中 x 0为常向量, Κ1, Κ2为非零常数, 则称M 为 S
n+ 1的2型超曲面.

Chen
[ 1 ]证明了质量对称 (x 0= 0) 的紧致超曲面M

n 是2型的充要条件为M
n 具有常平均曲

率 Α≠0和常纯量曲率. 特别 n= 2时, Barro s 和 Gray
[ 2 ]去掉了质量对称条件; H asan is 和V la2

cho s
[ 3 ]进一步去掉了紧致性条件.

本文在无先念条件下将[2, 3 ]的工作推广到 n≥3. 具体证明了

定理　设M
n 为 S

n+ 1的超曲面, 且不是小超球面, 则M
n 为2型当且仅当具有常平均曲率 Α

≠0和常纯量曲率.

证明　取 S
n+ 1的局部正交标架 E 1, ⋯, E n , N 使 E 1, ⋯, E n 切于M

n
. 用ý

-

和ý 分别表示

E
n+ 2和M

n 的黎曼联络, 则 ∃ 可表为

∃Τ= ∑
n

i= 1

(ý
-

E i
ý
-

E i
Τ- ý

-

ý E i
E i

Τ) , (2)

其中 Τ是 E
n+ 2值光滑映射.

现设M
n 是2型的, 将M

n 在 S
n+ 1中的平均曲率向量 H 写作 H = ΑN . 由于 ∃x = - nx +

nH , 利用 (1)得

- nx + nH = Κ1x 1+ Κ2x 2, (3)

n
2 (x - H ) + n∃H = Κ

2
1x 1+ Κ

2
2x 2, (4)

由 (1) , (3)和 (4)消去 x 1, x 2,
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∃H = aΑN + bx + Q , (5)

其中 a , b 是实数,Q 为常向量.

另一方面, 利用 (2)直接计算有

∃H = (∃Α- Αs)N - (2A gradΑ+ nΑgradΑ) + nΑ2
x , (6)

其中A 是W eingarten 映照, S 是第二基本形式的长度. 比较 (5)和 (6) ,

Q
TM = - (2A gradΑ+ nΑgradΑ) , (7)

〈Q , x 〉= nΑ2 - b, (8)

〈Q ,N 〉= ∃Α- Αs - aΑ, (9)

其中〈, 〉表 E
n+ 2的通常内积.

对 (8)作用梯度运算 grad,Q
TM

= 2nΑgradΑ, 与 (7)比较,

A gradΑ= -
3n
2

ΑgradΑ. (10)

因此Q 可表示为

Q = 2nΑgradΑ+ (∃Α- Αs- aΑ)N + (nΑ2
- b) x. (11)

利用 S
n+ 1在 E

n+ 1中,M
n 在 S

n+ 1中的高斯公式, 从上式计算

　　　　0= dQ (E i) = ý
-

E iQ = - 3n
2Α2〈gradΑ, E i〉N + 2ný E i

(ΑgradΑ) +

　E i (∃Α- Αs- aΑ)N - (∃Α- Αs- aΑ)A E i+ (nΑ2
- b) E i,

考虑切分量和法分量,

　　　　　2ný E i
(ΑgradΑ) - (∃Α- Αs- aΑ)A E i+ (nΑ2- b) E i= 0, (12)

　　　　　- 3n
2Α2〈gradΑ, E i〉+ E i (∃Α- Αs- aΑ) = 0, (13)

显然, (13)意味着 grad (∃Α- Αs- aΑ- n
2Α3) = 0, 因此存在常数 c, 使

∃Α- Αs - aΑ= n
2Α3 + c. (14)

　　又将 (2)作用到 (8)和 (9) , 利用 (11)和 (14)及高斯公式, 直接计算不难得到

　　　　　　n∃Α2
= - n (nΑ2- b) + nΑ(n

2Α3
+ c) , (15)

　　　　　　n
2∃Α3

= nΑ(nΑ2- b) - s (n
2Α3+ c) - 2n

2ΑûgradΑû 2
, (16)

联合 (14) , (15)和 ∃Α2= 2Α∃Α+ 2ûgradΑû 2
,

2nΑ2
s+ 2nûgradΑû 2

= - nΑ(n
2Α3+ c) - n (nΑ2- b) - 2naΑ2. (17)

同样, 联合 (14) , (16)和 ∃Α3= 3Α2∃Α+ 6ΑûgradΑû 2,

　　　 (4nΑ3+ c) s+ 8n
2ΑûgradΑû 2

= - 3n
2Α2 (n

2Α3+ c) + nΑ(nΑ2- b) - 3an
2Α3. (18)

从 (17)和 (18)消去 s,

2n (4n
2Α3- c) ûgradΑû 2

= - 2n
5Α7

+ 2 (1+ 2n+ a) n
3Α5

- 2cn
3Α4

- (2+ 4n) n
2
bΑ3+

　 (n
2+ 2na) cΑ2+ c

2
nΑ- nbc. (19)

另外, 从 (11)直接得

〈Q ,Q 〉= 4n
2Α2ûgradΑû 2+ (n

2Α3+ c) 2+ (nΑ2- b) 2. (20)

从 (19)和 (20)再消去ûgradΑû ,

(a+ 2n+ 2) Α7
+ cΑ6

- ( 3
n

+ 2) bΑ5
+ p 4 (Α) = 0. (21)

其中 p 4 (Α)是4阶多项式. 考虑以下情况:
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( i)　 (a , b, c) = (- 2n- 2, 0, 0). 此时从 (19)导致4ûgradΑû 2
= - (n

2Α4+ Α2) ≤0, 故 Α= 0.

据 T akahash i 定理[ 4 ] ,M
n 是1型的, 矛盾.

( ii)　 (a , b, c) ≠ (- 2n - 2, 0, 0). 因此 (21) 至少是一个5阶多项式, 故 Α为常数 (≠0). 从

(14)进一步导出 S 也为常数, 故具有常纯量曲率. 必要性证毕. 充分性仅需直接验算.
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Spher ica l 2-Type Hypersurfaces

Z hang Y uanz heng
(D ep t. of M ath. , Zhejiang Co llege of Education, 310012)

Abstract

A Chen′s T heo rem abou t spherica l 22type hypersu rfaces is p roved w ithou t any o ther

condit ion s.
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