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一个积分型的 H ilbert 定理的改进
Ξ

杨　必　成
(广东教育学院数学系, 广州510303)

摘　要: 本文证明如下权函数的不等式: 对任意实数 x > 0及 r> 1,

Ξ( r, x ) = ∫
∞

0

1
x + y + 1

(2x + 1
2y + 1

) dy <
Π

sin (Πör) -
ln2

(2x + 1) 1- 1ör.

从而改进了积分型的H ilbert 定理.
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H ilbert 定理是分析学的一个重要定理. 关于积分型H ilbert 不等式, 胡克[ 1 ]曾引进非负因

子, 作出有意义的改进. 关于相应的级数型H ilbert 不等式, 徐利治[ 3 ]首倡权系数的方法, 作出

加强型的改进, 由此引发[4 ]等的讨论. 本文将权系数的方法应用于积分型, 建立下列权函数

Ξ(r, x ) = ∫
∞

0

1
x + y + 1

(2x + 1
2y + 1

)
1
r dy , 　x > 0, r > 1 (1)

的不等式, 对“较为精确”的积分型H ardy2H ilbert 不等式[ 2 ]

∫
∞

0∫
∞

0

f (x ) g (y )
x + y + 1

dx dy <
Π

sin (Πöp )
(∫

∞

0
f

p (x ) dx )
1
p (∫

∞

0
g

q (x ) dx )
1
q (2)

(f , g≠0)作加强的改进; 并改进H ilbert 不等式 (p = q= 2). 这就是下面定理:

定理　设 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1, f , g≥0, 0 < ∫
∞

0
f

p (x ) dx < ∞, 0 < ∫
∞

0
g

q (x ) dx < ∞. 则

∫
∞

0∫
∞

0

f (x ) g (y )
x + y + 1

dx dy

　 < {∫
∞

0
[

Π

sin ( Π
p

)
-

ln2
(2x + 1) 1öp ]f

p (x ) dx }
1
p {∫

∞

0
[

Π

sin ( Π
p

)
-

ln2
(2x + 1) 1öq ]g

q (x ) dx }
1
p. (3)

当 p = q= 2时, 还有

∫
∞

0∫
∞

0

f (x ) g (y )
x + y + 1

dx dy

　 < Π{∫
∞

0
[1 -

1

2 2x + 1
]f

2 (x ) dx∫
∞

0
[1 -

1

2 2x + 1
]g

2 (x ) dx }
1
2. (4)
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　　注　由 (3)可推出 (2) , 故 (3)是 (2)的改进; (4)是相应的 H ilbert 不等式的改进.

引理1[ 4 ]　设 Ξ≥1, r> 1, 则∫
1
Ξ

0

1
1 + t

( 1
t

)
1
r d t ≥ r

r - 1
(2r - 1) Ξ1ör

Ξ(2r - 1) + r - 1
.

引理2　设 r> 1, 则 g (x ) : = (2x + 1)
1- 1

r∫
1

2x + 1

0

1
1+ t

( 1
t

)
1
r d t 在 [ 0, ∞) 严格递增 (证明从

略).

引理3　对任意实数 x > 0及 r> 1, 由 (1)定义的权函数有如下不等式:

Ξ(r, x ) <
Π

sin (Πör) -
ln2

(2x + 1) 1- 1ör. (5)

当 p = q= 2时, 还有

Ξ(2, x ) < Π(1 -
1

2 2x + 1
). (6)

　　定理的证明　由Hoβlder 不等式有

∫
∞

0∫
∞

0

f (x ) g (y )
x + y + 1

dx dy

　 = ∫
∞

0∫
∞

0
(2x + 1
2y + 1

)
1

p q f (x )
(x + y + 1) 1öp (2y + 1

2x + 1
)

1
p q g (y )

(x + y + 1) 1öodx dy

　≤ {∫
∞

0∫
∞

0
(2x + 1
2y + 1

)
1
q f

p (x )
x + y + 1

dx dy }
1
p {∫

∞

0∫
∞

0
(2y + 1
2x + 1

)
1
p g

q (x )
x + y + 1

dx dy }
1
q

　 = {∫
∞

0
Ξ(q, x ) f

p (x ) dx }
1
p {∫

∞

0
Ξ(p , y ) g

q (y ) dy }
1
q. (7)

由 (5) , 因 Πösin ( Π
p

) = Πösin ( Π
q

) , 代入 (7) , 可得 (3)式. 在 (7)中取 p = q= 2, 由 (6) , 可得 (4)式.

证毕.

推论　设 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1, f , g≥0, 0 < ∫
∞

1
2

f
p (x ) dx < ∞, 0 < ∫

∞

1
2

g
q (x ) dx < ∞. 则

∫
∞

1
2∫

∞

1
2

f (x ) g (y )
x + y

dx dy

　 < {∫
∞

1
2

[
Π

sin ( Π
p

)
-

ln2
(2x ) 1öp ]f

p (x ) dx }
1
p {∫

∞

1
2

[
Π

sin ( Π
p

)
-

ln2
(2x ) 1öq ]g

q (x ) dx }
1
q. (8)

当 p = q= 2时, 还有

∫
∞

1
2∫

∞

1
2

f (x ) g (y )
x + y

dx dy < Π{∫
∞

1
2

[1 -
1

2 2x
]f

2 (x ) dx∫
∞

1
2

[1 -
1

2 2x
]g

2 (x ) dx }
1
2. (9)

　　证明　设 u= x -
1
2

, v = y -
1
2

. 由 (3)有

∫
∞

1
2∫

∞

1
2

f (x ) g (y )
x + y

dx dy = ∫
∞

0∫
∞

0

f (u +
1
2

) g (v +
1
2

)

u + v + 1
dudv

　 < {∫
∞

0
[

Π

sin ( Π
p

)
-

ln2
(2u + 1) 1öp ]f

p (u +
1
2

) du}
1
p õ
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　　{∫
∞

0
[

Π

sin ( Π
p

)
-

ln2
(2v + 1) 1öq ]g

q (v +
1
2

) dv }
1
q. (10)

再把 (10)的变量代回 x , y , 可得 (8)式. 用同样的变换, 由 (4)可得 (9)式. □
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A Ref inem en t of the In tegra l Type H ilbert′s Inequa l ity

Y ang B icheng
(D ep t. of M ath. , Guangdong Education Co llege, Guangzhou 510303)

Abstract

T h is paper p roves the fo llow ing inequality of the w eigh t funct ion:

Ξ(r, x ) = ∫
∞

0

1
x + y + 1

(2x + 1
2y + 1

) dy <
Π

sin (Πör) -
ln2

(2x + 1) 1- 1ör (x > 0, r > 1)

is t rue. T hen the in tegra l type H ilbert′s theo rem is refined.

Keywords　H ilbert′s inequality, w eigh t funct ion, Hoβlder′s inequality.
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