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算 子 的 算 子 点 谱 的 判 定
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摘　要: 本文讨论了算子A ∈B (H )N 为算子 T ∈B (H ) 的算子点谱的判定条件, 特别得

到: 当 T 为亚正常算子时, A 为 T 的算子点谱的判定条件, 另外还得到 kerΣn
T ,A = kerΣT ,A 成立

的充分条件.
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D. W. H adw in 在[4 ]中给出了关于算子的算子谱的定义, 李绍宽在[ 1 ]中对算子谱的定义

作了适当的修改, 使之能与通常的谱分析联系起来. 本文在[1 ]的第一种算子谱定义中将C
n 换

为可析复H ilbert 空间后, 对算子点谱展开一些讨论, 得出相应的结果.

设H 为可析复H ilbert 空间, B (H ) 为H 上有界线性算子全体. B (H ) N 为B (H ) 中正常

算子全体. B (H ) H- S 表示B (H ) 中H ilbert2Schm idt 算子全体, 它在H ilbert2Schm idt 范数ú õ ú 2

下构成H ilbert 空间. 又根据[5 ] 知,B (H ) 中全体有限秩算子在B (H ) H - S 中稠, 从而B (H ) H - S

为复可析H ilbert 空间.

用 ΣT ,A 表示广义导算子: X →T X - X A , 根据[1 ]中§3的说明, 引入下面的定义.

定义1[ 1 ]　称 +� (T )为 T ∈B (H )的算子谱集, +� (T ) = {A ∈B (H ) N û0∈Ρ(ΣT ,A ) }.

定义2　称 +�p (T )为 T ∈B (H )的算子点谱集,

+�p (T ) = {A ∈B (H )N ûϖ X ∈B (H ) , X ≠0, T X - X A = 0}.

参照[1 ], 还可以定义 T 的算子本质谱集 +�e (T ) , 算子近似点谱集 +�a (T )等.

定理1　 +� (T ) = {A ûA ∈B (H ) N , Ρ(A ) ∩ Ρ(T ) ≠ Á },

+�e (T ) = {A ûA ∈B (H )N , Ρ(A ) ∩ Ρe (T ) ≠ Á }.

证明　由[1 ]的定理1及其§3的说明即知.

定理2　设A ∈B (H ) N , 如果A 在其某一特征子空间上的约化与 T 的某一非零维约化部

分酉等价, 则A ∈+�p (T ) , 并且 Ρp (T )∩Ρp (A )≠Á .

证明　 先证明以下事实: 设 q ∈ Ρp (T ) , 则必有 X ≠ 0, X ∈B (H ) H - S, 使得 (T - q)X =

0. 由于B (H ) H - S 等距同构于张量积空间H á H{ , 其中H{ 表示H 的共轭空间, 且算子 ∆A ,B : X

→A X B (x ∈B (H ) H - S) 酉等价于张量积算子A á B 3 (见[6 ], [ 7 ], [ 8 ]). 考虑H á H{ 上的算

子 T á I , qI á I 和B (H ) H - S 上的算子 ∆T , I: X → T X I 和 ∆qI , I: X → qIX I , 如果 q ∈ Ρp (T ) , 则
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存在 x ∈H , x ≠ 0, 使得 (T - qI ) x = 0. 在H á H{ 上取向量 x á x
3

, x
3 ∈H{ , 就有

T x á Ix
3

- qIx á Ix
3

= ( (T - qI ) x ) á Ix
3

= 0.

所以存在 X ∈B (H ) H- S, X ≠ 0, 使得 (T - qI )X I = 0, 从而 T X - qX = 0. 反之, 若有X ∈

B (H ) H- S, X ≠ 0, 使得 (T - qI )X = 0. 由上述理由, 存在 x ∈H , x ≠ 0, 使得 (T - qI ) x = 0,

进而 q ∈ Ρp (T ).

由条件可知Ρp (A ) ≠Á , 不失一般性, 设q∈Ρp (A ) , q≠0,A 相应于q的特征子空间为E q.

由于A 为正常算子, 所以 E q 约化A . 设M 为 T 的某一非零维约化子空间, 仿[1 ] 的定理 4 的证

明, 可设X 0 为 E q 到M 的酉算子, 使得 T ûM X 0 = X 0A û Eq
. 作H 的分解:

H = M Ý M
⊥

, H = E q Ý E
⊥
q ,

对应地有

T =
T 1 0

0 T 2

, 　A =
A 1 0

0 A 2

.

作算子

X =
X 0 0

0 0
.

由于 T 1X 0 = X 0A 1, 于是有 T X = X A , 即A ∈ +�p (T ).

由于 T X = X A , 那么对 Π Κ∈C , 有 (T - ΚI )X = X (A - ΚI ) 成立. 特别当 Κ= q 时, 在

子空间 E q 上有 (T 1 - qI )X 0 = X 0 (A 1 - qI ) = 0, 从而

(T - q)X = 0. (1)

当X ∈B (H ) H- S 时, 已证得 q ∈ Ρp (T ) , 即 q ∈ Ρp (T ) ∩ Ρp (A ) ;

当X ∈B (H ) øB (H ) H- S 时, 由 (1) 有

X
3 (T

3
- qλI ) (T - qI )X = 0,

即对 Π x ∈H , ( (T - qI )X x , (T - qI )X x ) = 0. 又由 (1) ,

X
3 (T - qI )X = 0,

对 Π x ∈H , ( (T - q)X x , X x ) = 0. 这样, T - qI 在R (X ) 上等于零, 而X x ∈H , 且X ≠ 0,

故至少有 y = X x ∈H , 使得 (T - qI ) y = 0, y ≠ 0, 即 q ∈ Ρp (T ) , 从而 q ∈ Ρp (T ) ∩ Ρp (A ).

综合以上两种情况, 定理的结论成立. □

定理 3　设A ∈B (H ) N , T 为亚正常算子, Ρp (T ) ≠Á ,A 与T 及T 3 可换, 则A ∈+�p (T ) ,

并且 Ρp (T ) ∩ Ρ(A ) ≠ Á .

证明　设K = ker (T - qI ) , q ∈ Ρp (T ). 由 T 的亚正常性, K 约化 T 是显然的. 对 Π y ∈

K , 由 T y = qy 得 T 3 T y = qT 3 y , K 又为 T 3 的不变子空间, 故 T T 3 y = qT 3 y. 这样在K 上成

立 T T 3 = T 3 T , 即 K 约化 T 为正常算子.

由A 与T - qI 的可换性知K 为A 的不变子空间. A 与T 3 - qλ的可换性说明R(T 3 - qλI )

为A 的不变子空间. 这里R(Y ) 表示Y 的值域. 但K
⊥= R(T 3 - qλI ) , 于是K 约化A . 在H =

K Ý K
⊥ 的分解下, 设

T =
T 1 0

0 T 2

, 　A =
A 1 0

0 A 2

,
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其中 T 1 和A 1 均为 K 上的正常算子. 考虑算子 (在 K Ý K 上)

Q =
T 1 0

0 A 1

,

Q 自然与其自身相似. 于是根据[2 ] 的注 2 并令其中的C = 0, 存在 K 上的算子 X 1 ≠ 0, 使得

T 1X 1 = X 1A 1, 令

X =
X 1 0

0 0
,

于是有 T X - X A = 0, 即A ∈ +�p (T ).

由于在 K 上成立 T 1X 1 - X 1A 1 = 0, 所以有

(T - qI )X - X (A - qI ) = 0,

但在H = K Ý K
⊥ 的分解下, (T - qI )X = 0, 这样, X (A - qI ) = 0, 从而

(A 3 - qλI )X 3 = 0.

与定理 2 中关于 T 的相关讨论一样, 可得 qλ ∈ Ρ(A 3 ). 所以, q ∈ Ρp (T ) ∩ Ρ(A ). □

定理 4　 ( i) 若A ∈ +� (T ) , 则A
n ∈ +� (T

n) ;

( ii)　若A ∈ +�p (T ) , 则A
n ∈ +�p (T

n) , 且 kerΣT ,A < kerΣT 2,A 2 < ⋯ < kerΣT n ,A n;

( iii)　若 T 为亚正常算子,A ∈ +�a (T 3 ) , 且为 T 3 的非算子点谱, 则A
n ∈ +�a (T

3 n) , 且亦

为 T
3 n 的非算子点谱. 以上 n = 2, 3, ⋯.

证明　 ( i) 因A ∈ +� (T ) , 则 Ρ(T ) ∩ Ρ(A ) ≠ Á . 由谱映照定理知 Ρ(T
n) ∩ Ρ(A

n) ≠ Á .

故A
n ∈ +� (T

n).

( ii)　当 n = 2 时, úΣ2
T ,A (X ) ú = úΣT ,A (T X - X A ) ú ≤ úΣT ,A úúT X - X A ú. 但

Σ2
T ,A (X ) = T

2
X - X A

2 - 2 (T X - X A )A ,

若 T X - X A = 0, 则 T
2
X - X A

2
= 0, 即A

2 ∈ +�p (T
2).

设对于 n - 1 ≥ 2, 有A
n- 1 ∈ +�p (T

n- 1). 由于

úΣT ,A (T
n- 1

X - X A
n- 1) ú ≤ úΣT ,A úúT

n- 1
X - X A

n- 1ú = 0,

而

ΣT ,A (T
n- 1

X - X A
n- 1) = T

n
X - X A

n
- (T X - X A )A

n- 1
- (T

n- 1
X - X A

n- 1)A ,

由假设知 T
n
X - X A

n
= 0, 即A

n ∈ +�p (T
n). 后面的结论从以上证明过程中显而易见.

( iii)　因 T 为亚正常算子, 由

T
3 2

T
2 ≥ T

3
T T

3
T ≥ T T

3
T T

3 ≥ T
2
T

3 2

知 T 2 为亚正常算子, 从而对 n = 1, 2, ⋯, T
n 为亚正常算子. 根据[1 ] 的定理 3 及§3 的说明知,

+� (T ) = +�a (T 3 ) 3 , +� (T
n) = +�a (T 3 n) 3 . 当A ∈ +�a (T 3 ) 时, 就有A

n ∈ +�a (T 3 n).

其次, 若对某个 n - 1 ≥ 2, ϖ X ≠ 0, 使得 T 3 n- 1X - X A n- 1 = 0, 则A
n- 1 为 T

3 n- 1 的算子

点谱. 由 ( ii) 知A
n ∈ +�p (T 3 n). 但

úΣT 3 ,A (T 3 n- 1X - X A n- 1) ú ≤ úΣT 3 ,A úúT
3 n- 1

X - X A n- 1ú = 0,

因此有

T
3 n

X - X A
n

- (T
3

X - X A )A
n- 1

- (T
3 n- 1

X - X A
n- 1)A = 0.

于是 (T 3 X - X A )A
n- 1 = 0, 此即T

3 (X A
n- 1) - (X A

n- 1)A = 0. 由假设X A
n- 1 ≠ 0, 这与A 为
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T
3 的非算子点谱矛盾. 故不存在 X ≠ 0, 使 T

3 n- 1
X - X A

n- 1
= 0. □

下面利用算子谱来讨论 kerΣn
T ,A 与 kerΣT ,A 之间的关系.

定理 5　设 T ∈B (H ) 为亚正常算子,A ∈B (H ) N 且与 T 及 T 3 可换, 当 Ρp (T ) ≠Á 时,

kerΣn
T ,A = kerΣT ,A.

证明　当 Ρp (T ) ≠ Á 时, 由定理 3 知A ∈ +�p (T ) , 进而由定理 4,A
n ∈ +�p (T

n) , 并且

kerΣT ,A < kerΣT 2,A 2< ⋯< kerΣT n ,A n.

以下事实是显然的:

kerΣT ,A < kerΣ
2
T ,A < ⋯< kerΣ

n
T ,A. (2)

由于所设的 T 和A 均为非零算子, 由[ 3 ]知 T 和A 均为非广义幂零算子. 下面仅对 n= 2的情

形进行证明.

设 X ∈kerΣ
2
T ,A , 即

Σ
2
T ,A (X ) = T (T X - X A ) - (T X - X A )A = T

2
X - X A

2
- 2 (T X - X A )A = 0. (3)

如果 T X - X A ≠0, 则 T X - X A ∈kerΣT ,A. 由 (3)式有

T
2
X - X A

2
= 2 (T X - X A )A . (4)

当 n= 3时,

Σ
3
T ,A (X ) = T

3
X - X A

3- T X A
2- T

2
X A + 2X A

3- 2[T (T X - X A ) - (T X - X A )A ]A ,

由 (2) , (3) , (4)得

T
3
X - X A

3
= 3 (T X - X A )A

2
.

设 n= m - 1时

T
m - 1

X - X A
m - 1

= (m - 1) (T X - X A )A
m - 2 (5)

成立, 当 n= m 时,

Σ
m
T ,A (X ) = T

m
X - T X A

m - 1
- T

m - 1
X A + X A

m
- (m - 1) (T (T X - X A ) - (T X - X A )A )A

m - 2
.

由 (2) , (3) , (5)得

T
m

X - X A
m

= m (T X - X A )A
m - 1

.

所以对任意 n , 成立

T
n
X - X A

n
= n (T X - X A )A

n- 1 (6)

这样,

ú (T X - X A )A
n- 1ú=

1
n

úT
n
X - X A

nú. (7)

当 n→∞时, ú (T X - X A )A
n- 1ú→0. 但 Ρp (T )≠Á ,A ∈+�p (T ) , 并且 kerΣT ,A 为闭的, 故存在N ,

当 n≥N 时, 一直有 T (X A
n- 1) - (X A

n- 1)A = 0. 又由 (7) ,

T
n
X - X A

n= 0, 　n≥N (8)

因为 T X - X A ∈kerΣT ,A , 由定理4的 ( ii) , T
n (T X - X A ) - (T X - X A )A

n
= 0, 即

T
n+ 1

X - T
n
X A - T X A

n+ X A
n+ 1= 0. (9)

令 (8)中的 n 为 n+ 1, (8)± (9) , 得

T
n (T X - X A ) + T (T

n
X - X A

n) = 0, 　 (T
n
X - X A

n)A + (T X - X A )A
n= 0
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由 (8)有

T
n (T X - X A ) = 0, (10)

(T X - X A )A
n
= 0, (11)

(10) - (11) , 又有 T
n (T X - X A ) - (T X - X A )A

n= 0. 在定理4的证明中已证得 T
n 仍为亚正常

的,A
n 的正常性显然. 从而由亚正常算子的 Pu tnam 2Fuglede 定理知

T
3 n (T X - X A ) - (T X - X A )A

3 n= 0,

并且R(T X - X A )约化 T
n
. 由 (10)知 T

n 在R(T X - X A )及其正交补上均为零. 但所设的 T 不

为零, 故必有 T X - X A = 0, 从而X ∈kerΣT ,A. □
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On the Judgem en t for Operator Po in t Spectrum of Operator

Y uan Guochang
(H ubei Yichang Fo restry T echnical Schoo l, Yichang 443100)

Abstract

In th is paper, w e discu ss the judgem en t condit ion s tha tA ∈B (H ) N is the opera to r po in t

spectrum of T ∈B (H ). In part icu la r, a condit ion is g iven fo r A ∈ +�p (T ) w hen T is a hy2
pono rm al opera to r and A is comm u tab le fo r T and T

3 . A ddit iona lly, w e ob ta in the judge2
m en t condit ion fo r kerΣ

n
T ,A = kerΣT ,A .

Keywords　hypono rm al opera to r, opera to r po in t spectrum.
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