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关 于 二 次 Putnam -Fuglede 定 理 (É )
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摘　要: 设N 为正规算子, 若N 与交换子N X 2X N 可交换, 则N 必与X 可交换, 称此结

论为二次 Putnam 2Fuglede 定理. 本文给出了在幂零算子扰动下及在一些非正常算子时的二次

PF 定理.
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1　引　言

设H 是一复H ilbert 空间,B (H ) 为H 上线性有界算子全体. 对A ,B ∈B (H ) , 记 ∆A B 为

B (H ) 上的广义导算子: ∆A B (X ) = A X - X B , X ∈B (H ).

又记 ∆
(n)

A B (X ) = ∆A B (∆
(n- 1)

A B (X ) ) , n ≥ 2.

在 [ 1 ]中, C. R. Pu tnam 讨论了正规算子, 得到了如下著名论断, 称之为二次 Pu tnam 2Fu2
glede 定理:

定理A　设N 正规, X ∈B (H ) , 如N (N X - X N ) = (N X - X N )N , 则

N X - X N = 0.

利用 Pu tnam 技巧, [ 2 ] 将二次 Pu tnam 2Fuglede 定理写成如下形式

定理 B　设N ,M 正规算子, X ∈B (H ) , 如N (N X - X M ) = (N X - X M )M , 则

N X - X M = 0.

这表明N ,M 为正规算子时, ker∆
(n)

N M = ker∆N M , n ≥ 2.

为简单起见, 称算子对 (A ,B ) 有 (SPFA ) , 如果 ker∆
(n)

A B = ker∆A B , n = 2, 3, ⋯.

2　 幂零算子扰动下的二次 PF 定理

定理 2. 1　设N ,M 为正规算子, C ,D 为分别与N ,M 可交换的幂零算子, 则 (N + C ,M +

D ) 有 (SPFA ) 的充要条件为 ker∆N M < ker∆CD.

证明　设 X ∈ ker∆
(2)

N + C ,M + D , 则 (N + C ) ∆N + C ,M + D (X ) = ∆N + C ,M + D (X ) (M + D ). 因N ,M
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正规, C ,D 幂零且分别与 N ,M 可交换, 由 [3 ] 或 [4, 定理 4. 22 ] 知,N ∆N + C ,M + D (X ) =

∆N + C ,M + D (X )M , 将此式化成 (N + C ) ∆N M (X ) = ∆N M (X ) (M + D ) , 再由 [3 ] 或 [4 ] 中结论,

N ∆N M (X ) = ∆N M (X )M , 即 ∆
(2)

N M (X ) = 0. 由定理B 知, ∆N M (X ) = 0.

如果 ker∆N M < ker∆CD 成立, 则对任取的X ∈ ker∆
(2)

N + C ,M + D 由上面的讨论知, ∆N M (X ) = 0,

故 ∆CD (X ) = 0, ∆N + C ,M + D (X ) = ∆N M (X ) + ∆CD (X ) = 0. 即X ∈ ker∆N + C ,M + D. 故这时 (N + C ,

M + D ) 有 (SPFA ).

反之, 如 ker∆
(n)

N + C ,M + D = ker∆N + C ,M + D. 而 ker∆N M < ker∆CD 不能成立, 则有X 0 ∈ ker∆N M , 但

X 0 | ker∆CD. 因此这时 ∆N + C ,M + D (X 0) = ∆N M (X 0) + ∆CD (X 0) = ∆CD (X 0) ≠ 0, 而 ∆
(2)

N + C ,M + D (X 0)

= ∆N + C ,M + D (∆CD (X 0) ) = ∆CD (∆N + C ,M + D (X 0) ) = ∆
(2)
CD (X 0) , ∆

(3)
N + C ,M + D (X 0) = ∆

(3)
CD (X 0) , ⋯,

∆
(n)

N + C ,M + D (X 0) = ∆
(n)
CD (X 0). 容易算得 ∆

(n)
CD (X 0) = ∑

n

k= 0

(- 1) k
c

k
nC

n- k
X 0D

k. 因C ,D 幂零算子, 故必

有正整数 k 0, 使C
k0 = 0,D

k0 = 0. 现设 n = 2k 0 + 1, 则 n - k 和 k 中至少有一个大于等于 k 0.

故 C
n- k 和D

k 对每个 k = 0, 1, 2, ⋯, n 至少有一个为 0. 故 ∆
(2k0+ 1)
CD (X 0) = 0. 因此 ∆

(2k0+ 1)
N + C ,M + D (X 0)

= 0. 由假设 (N + C ,M + D ) 有 (SPFA ). 故 ∆N + C ,M + D (X 0) = 0. 这与前面事实矛盾. 故必须

ker∆N M < ker∆CD.

推论 2. 2　 设 C ,D 为不全为零的幂零算子, Κ, Λ 为二个复数, 则 (ΚI + C , ΛI + D ) 有

(SPFA ) 的充要条件为 Κ≠ Λ, 这里 I 为B (H ) 中单位算子.

证明　这里N = ΚI ,M = ΛI ,N X - X N = (Κ- Λ) I. 如 Κ≠ Λ, 则 ker∆N M = {0}, 自然

ker∆N M < ker∆CD. 故 (ΚI + C , ΛI + D ) 有 (SPFA ). 反之, 如 Κ= Λ, 则 ker∆N M = B (H ). 而C ,D

不全为零, 显然 ker∆CD ≠B (H ). 故 ker∆N M ⁄ ker∆CD , 故由定理 2. 1,

ker∆
(n)

N + C ,M + D ≠ ker∆N + C ,M + D , n = 2, 3, ⋯.

由于[3 ] 和[4 ] 中结论对拟幂零算子仍然成立, 所以从定理 2. 1 的证明中可以看出

定理 2. 3　设N ,M 为正规算子, C ,D 为分别与N ,M 可交换的拟幂零算子, 如 ker∆N M <
ker∆CD , 则 (N + C ,M + D ) 有 (SPFA ).

定理 2. 4　设 (A ,B ) 有 (SPFA ) , 则对任何分别与A ,B 可交换的幂零算子C ,D , 如有X ∈

B (H ) , 使 (A + C )X = X (B + D ) , 则必有A X = X B , CX = X D.

证明　设 (A ,B ) 有 (SPFA ) , C ,D 幂零, (A + C )X = X (B + D ) , 则A X - X B = - (CX

- X D ) , 即 ∆A B (X ) = - ∆CD (X ). 由于 C ,D 与A ,B 可交换, ∆
(2)

A B (X ) = ∆A B (- ∆CD (X ) ) = -

∆CD (∆A B (X ) ) = (- 1) 2∆
(2)
CD (X ) , 同理 ∆

(3)
A B (X ) = (- 1) 3∆

(3)
CD (X ) , ⋯, ∆

(n)
A B (X ) = (- 1) n∆

(n)
CD (X ).

因 C ,D 幂零, 同定理 2. 1 证明, 可以取到 n , 使 ∆
(n)
CD (X ) = 0, 因此 ∆

(n)
A B (X ) = 0. 因 (A ,B ) 有

(SPFA ) , 故 ∆A B (X ) = 0, 即A X = X B , 从而CX = X D .

定理 2. 4 为[3 ] 或[4 ] 中结论在幂零算子情形下的一个推广.

推论 2. 5　设A ,B ∈B (H ) , 则下面两个事实等价

( i)　如有X , 使A X = X B , 则A
3

X = X B
3
.

( ii)　对任意的与A ,B 分别可交换的幂零算子C ,D , 如有X , 使 (A + C )X = X (B + D ) ,

则 (A
3

+ C )X = X (B
3

+ D ).

证明　 ( i) ] ( ii) 如 (A ,B ) 有 ( i) , 则由[2 ] 知, (A ,B ) 有 (SPFA ) , 由定理 2. 4 知, 如有X ∈
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B (H ) , 使 (A + C )X = X (B + D ) , 则A X = X B , CX = X D , 故A
3

X = X B
3

, 即 (A
3

+ C )X

= X (B
3 + D ).

( ii) ] ( i)　取C = 0,D = 0 即可.

当A ,B 为正规算子时, ( i) 成立即为 Pu tnam 2Fug lede 定理; ( ii) 也成立, 为幂零算子扰动

下的 PF 定理. 推论 2. 5 说明 (A ,B ) 满足 PF 定理与满足幂零扰动下的 PF 定理是等价的.

定理 2. 6　设 (A ,B ) 有 (SPFA ) , C ,D 为幂零算子且分别与A ,B 可交换, 则 (A + C ,B +

D ) 也有 (SPFA ) 的充要条件为 ker∆A B < ker∆CD.

证明　设 (A ,B ) 为 (SPFA ) , 则由定理 2. 4, (A ,B ) 满足[3 ] 或[4 ] 中的定理, 即如有X , 使

(A + C )X = X (B + D ) , 必有A X = X B , CX = X D . 完全类似于定理 2. 1 的证明, 可以得到

ker∆A B < ker∆CD 为 (A + C ,B + D ) 有 (SPFA ) 的充要条件.

推论 2. 7　设A ,B ∈B (H ) ,A 可逆, 且 úA
- 1ú õ úB ú < 1, C ,D 为分别与A ,B 可交换的

幂零算子, 则 (A + C ,B + D ) 有 (SPFA ).

证明　由[5 ] 知, (A ,B ) 有 (SPFA ) , 任取X ∈ ker∆A B , 则A X = X B , 或X = A
- 1

X B , 所

以 úX ú ≤ úA
- 1úõ úB úúX ú. 若 úX ú ≠ 0, 则由条件, úX ú < úX ú 矛盾, 故 úX ú = 0. 即 ker∆A B =

{0}. 自然 ker∆A B < ker∆CD 成立, 故由定理 2. 6 知, (A + C ,B + D ) 有 (SPFA ).

3　∆A B 与 ∆f (A ) , f (B )

定理3. 1　设A ,B , C ,D 为正规算子,A C = CA ,B D = D B , 则 (A + C ,B + D ) , (A C ,B D )

均有 (SPFA ).

证明　由 Pu tnam 2Fuglede 定理, 易证得A + C ,B + D ,A C ,B D 都为正规算子, 故 (A +

C ,B + D ) , (A C ,B D ) 都有 (SPFA ).

一般情况下, 设 (A ,B ) , (C ,D ) 有 (SPFA ) , 且假设A ,B 与C ,D 可交换, 是否必须 (A + C ,

B + D ) 或 (A C ,B D ) 也有 (SPFA ) ?回答是否定的. 例如A = D = I + T ,B = C = - I + T ,

这里 T
2 ≠ 0, 而 T

3 = 0. A + C = B + D = 2T ,A C = B D = - I + T
2, 由推论 2. 2 知 (A ,B ) ,

(C ,D ) 有 (SPFA ) , 但 (A + C ,B + D ) , (A C ,B D ) 没有 (SPFA ) , 但仍有

定理 3. 2　如 (A ,B ) , (A , - B ) 有 (SPFA ) , 则 (A 2,B 2) 也有 (SPFA ).

证明　∆A 2B 2 (X ) = A 2X - X B 2 = A 2X - A X B + A X B - X B 2 = A (A X - X B ) + (A X

- X B )B = ∆A , - B (∆A B (X ) ) , 所以∆
(2)

A 2B 2 (X ) = ∆
(2)

A , - B (∆
(2)

A B (X ) ). 如∆
(2)

A 2B 2 (X ) = 0, 由 (A , - B ) 有

(SPFA ) , 即知 ∆A , - B (∆
(2)

A B (X ) ) = 0 或 ∆
(2)

A B (∆A , - B (X ) ) = 0. 由于 (A ,B ) 有 (SPFA ) , 知

∆A B (∆A , - B (X ) ) = 0 即 ∆A 2B 2 (X ) = 0. 故 (A 2,B 2) 有 (SPFA ).

一般地, 有

定理 3. 3　设 (A , ΞiB ) ( i = 0, 1, 2, ⋯,m - 1) 有 (SPFA ) , 其中{Ξi} 为 1的m 个m 次复根,

则 (A
m

,B
m ) 有 (SPFA ).

证明　易证∆A m ,B m (X ) = ∆A , Ξ0B
(∆A , Ξ,B (⋯ (∆A , Ξm - 1B

(X ) )⋯) ) 与定理 3. 2 证明类似, 可以证

得, 如每个 (A , ΞiB ) 有 (SPFA ) , 则 (A m ,B m ) 也有 (SPFA ).

讨论定理 3. 3 的逆定理, 可得
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定理3. 4　如 (A m ,B m ) 有 (SPFA ) , 且A 或B 可逆, 则 (A , ΞiB ) 有 (SPFA ) , 这里Ξi 为1的

任一m 次复根.

证明　设 (A m ,B m ) 有 (SPFA ) , 对任意的X ∈ ker∆
(2)

A B A (A X - X B ) = (A X - X B )B , 所

以A
m (A X - X B ) = (A X - X B )B

m , 将此式化为A (A
m

X - X B
m ) = (A

m
X - X B

m )B , 故得

A
m (A

m
X - X B

m ) = (A
m

X - X B
m )B

m. 即∆
(2)

A m Bm (x ) = 0. 因 (A
m ,B

m ) 有 (SPFA ). 故∆A mB m (x ) =

0. 又A
m

X - X B
m = ∑

m - 1

i= 0
A

m - 1- i (A X - X B )B
i, 因A (A X - X B ) = (A X - X B )B , 故

A
m

X - X B
m = m A

m - 1 (A X - X B ) = m (A X - X B )B
m - 1.

因A
m

X - X B
m

= 0, 如A 或B 可逆, 则A X - X B = 0, 所以X ∈ ker∆A B. (A ,B ) 有 (SPFA ).

对任一m 次复根 Ξi, (ΞiB ) m
= B

m
, 而 (A

m
, (ΞiB ) m ) 有 (SPFA ) , 故 (A , ΞiB ) 有 (SPFA ).

定理 3. 4 条件中A 或B 的可逆性条件缺少时, 结论未必成立. 由[6 ] 知, 即使A
m 正规, (A ,

A ) 也未必有 (SPFA ). 但如A
m 正规, 且A 可逆, 由[7 ] 知, 这时A 本身即为正规算子, 故 (A ,A )

有 (SPFA ). 这与定理 3. 4 结论相一致.

定理 3. 5　设 f (Κ) 为一复系数多项式, f (Κ) 无重根, 且 f (A ) = 0, f (B ) = 0, 则 (A ,B ) 有

(SPFA ).

证明 　 对任意的 x ∈ ker∆
(2)

A B ,A (A X - X B ) = (A X - X B )B , 因此 A
k
X - X B

k
=

∑
k- 1

i= 0
A

k- 1- i (A X - X B )B
i

= ∑
k- 1

i= 0
A

k- 1 (A X - X B ) = kA
k- 1 (A X - X B ) , k = 1, 2, 3, ⋯, 故

f (A )X - X f (B ) = f ′(A ) (A X - X B ).

若 f (A ) = 0, 设Ρ(A ) 为A 的谱集, 由谱映照定理, Ρ(f (A ) ) = f (Ρ(A ) ). 如设 f (Κ) = 0的

m 个复根为{Κi} 则 Ρ(A ) < {Κ1, Κ2, ⋯, Κm }. 因 f (Κ) 无重根, 故 f ′(Κ) = 0 的任一复根必不属于

{Κ1, Κ2, ⋯, Κm }. 即不在 Ρ(A ) 之中, 故 f ′(A ) 必可逆, 而 f ′(A ) (A X - X B ) = 0, 从而A X - X B

= 0. 即 (A ,B ) 有 (SPFA ).

推论 3. 6　设m 为一正整数,m ≥ 2, 如

(1)　A
m

= A ,B
m

= B ,

或

(2)　A
m = I ,B

m = I ,

则 (A ,B ) 必有 (SPFA ).

证明　 (1) 令 f (Κ) = Κm
- Κ, 则 f (Κ) 无重根, 且 f (A ) = 0, f (B ) = 0, 故由定理 3. 5, (A ,

B ) 必有 (SPFA ).

(2)　令 f (Κ) = Κm - 1, f (Κ) 无重根, 且 f (A ) = 0, f (B ) = 0, 故 (A ,B ) 有 (SPFA ).

定理 3. 7　设 f (Κ) 为一复系数多项式, 如 (f (A ) , f (B ) ) 有 (SPFA ) , 且 f ′(A ) 或 f ′(B ) 可

逆, 则 (A ,B ) 有 (SPFA ).

证明　任取X ∈ ker∆
(2)

A B ,A (A X - X B ) = (A X - X B )B , 故A
k (A X - X B ) = (A X -

X B )B
k
, k = 0, 1, 2, ⋯, 故 f (A ) (A X - X B ) = (A X - X B ) f (B ). 将此式化为A (f (A )X -

X f (B ) ) = (f (A )X - X f (B ) )B , 知 ∆
(2)
f (A ) , f (B ) (X ) = 0, 因 (f (A ) , f (B ) ) 有 (SPFA ). 故

∆f (A ) , f (B ) (X ) = 0.

另一方面, f (A )X - X f (B ) = f ′(A ) (A X - X B ) = (A X - X B ) f ′(B ) 如 f ′(A ) 或
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f ′(B ) 可逆, 由 f (A )X - X f (B ) = 0. 即知A X - X B = 0, 所以 (A ,B ) 有 (SPFA ).

定理 3. 8　如 (A ,B ) , (A , ΚI - B ) 有 (SPFA ) , 其中Κ为一复数, 则 (A 2 - ΚA ,B 2 - ΚB ) 有

(SPFA ).

证明　∆A , ΚI - B (∆A B (x ) ) = A (A X - X B ) - (A X - X B ) (ΚI - B ) = ∆A 2- ΚA ,B 2- ΚB (X ) 同定

理 3. 2 相同的证法, 可证得 (A 2 - ΚA ,B 2 - ΚB ) 有 (SPFA ).
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On the Second D egree Putnam -Fuglede Theorem

Chen Y in
(H ehai U niversity, N anjing 210024)

Abstract

If N is a no rm al opera to r w h ich comm u tes w ith the comm u ta to r N X - X N , then N com 2
m u tes w ith X . T h is theo rem is ca lled the second degree Pu tnam 2Fuglede theo rem. In th is

paper, w e sha ll ob ta in som e sufficien t and necessary condit ion s fo r the second degree Pu t2
nam 2Fuglede theo rem to be true under the pertu rba t ion of the n ilpo ten t opera to rs and fo r

som e non2no rm al opera to rs.

Keywords　no rm al opera to r, genera lized deriva t ion, n ilpo ten t opera to r, the second degree

Pu tnam 2Fuglede theo rem.
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