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Banach 空间中增生算子方程的迭代程序的解与误差估计
Ξ

刘　理　蔚
(南昌大学数学系, 江西330047)

摘　要: 在一般Banach 空间中研究了L ip sch itz 强增生算子迭代逼近及其误差估计问

题.
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1　引　言

本文总假定 X 是实Banach 空间, 映射 T : D (T )→X 称为增生的 (accret ive) [ 1, 7 ]
, 如果

úx - y ú≤úx - y + r (T x - Ty ) ú对Π x , y∈D (T ) , r> 0. (1)

T 称为强增生的, 如果存在 k > 0, 使得 T - k I 是增生的.

设 K < X , K ≠Á . T : K →K 称为严格伪压缩的, 如果存在 t> 1, 使得

úx - y ú≤ú (1+ r) (x - y ) - rt (T x - Ty ) ú , Π x , y∈k , r> 0. (2)

Ch idum e 在[3 ]中证明: L p (p ≥2) 中, 当 T 是L ip sch itz 强增生时,M ann 迭代程序强收敛

于方程 T x = f 的唯一解, 并给出了误差估计. 还证明: 当 T 为严格伪压缩映射时,M ann 迭代

程序强收敛于 T 的唯一不动点. 最后他提出了定理1和定理2是否可能推广到L p (1≤p < 2) 和

Ish iraw a 迭代程序是否可推广到定理1和定理2这样两个公开问题.

这些年, 许多学者对此作了大量研究. 比如[5, 8, 9 ]等, 在L p (1< p < + ∞) 中作了肯定回

答. 对于强收敛性, 文[10, 11 ]在一般的Banach 空间中对Ch idum e 的问题作了全面回答, 并推

广到带误差的 Ish ikaw a 和M ann 迭代程序上. 但是对误差估计特别是 Ish ikaw a 迭代的误差估

计未作讨论, 本文继续讨论这方面的问题. 取较特殊的迭代系数 Αn 和 Βn , 得到了[ 3 ]中类似的

误差估计, 这样[3 ]的问题的解决就更完整了.

以下总设L ip sch itz 常数L ≥1, 强增生常数 k∈ (0, 1).

2　主要结果
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定理1　设 T : X →X 是L ip sch itz 强增生映射, f ∈X . 令 S x = f - T x + x , x ∈X . 对 x 0∈

X , 构造序列{x n}:

x n+ 1= (1 - x n) x n + ΑnS y n , (3)

y n= (1 - Βn) x n + ΒnS x n , 　n ≥ 0, (4)

其中实数列{Αn}, {Βn}满足

( i)　0≤Αn≤
1
2

[k - L (L + 1) Βn ]{2+ L - k+ (1+ L + L
2- kL - k ) [1- kΒn+

(1+ L + L
2- kL ) ]Β

2
n}

- 1
,

( ii)　0≤Βn≤kö2L (L + 1) ,

( iii)　∑Αn = ∞.

则{x n}强收敛于 T x = f 的唯一解. 如果取 Αn=
1
2

[k - L (L + 1) Β]{2+ L - k + (1+ L + L
2
- kL

- k ) [1- kΒ+ (1+ L + L
2
- kL ) Β2

]}
- 1及 Βn= Β∈[0, kö2L (L + 1) ]. 则有误差估计

úx n+ 1- qú≤Θnúx 1- qú ,

其中 q 为 T x = f 的解, Θ= 1-
1
4

[k - L (L + 1) Β]
2
{2+ L - k+ (1+ L + L

2
- kL - k ) [1- kΒ+ (1

+ L + L
2- kL ) Βn ]}- 1∈ (0, 1).

证明　T x = f 的解存在性由[6 ]知, 唯一性由强增生性知. 设 q 为其解, 由 ( i)和 ( ii) 易知 Αn

∈[0, 1) , 注意到 1
1+ Αn

≤1- Αn+ Α2
n , 有

　　[1+ (1- k ) Αn+ L (L + 1) ΑnΒn ]ö(1+ Αn)≤[1+ (1- k ) Αn+ L (L + 1) ΑnΒn ] (1- Αn+ Α
2
n)

　≤1- kΑn+ L (L + 1) ΑnΒn+ Α
2
n. (5)

因为 Βn∈[0, 1) , 故

　　[1+ (1- k ) Βn ]ö(1+ Βn)≤1- kΒn+ kΒ
2
n+ (1- k ) Β

3
n≤1- kΒn+ Β

2
n , (6)

由 (3)和 (4) ,

úx n+ 1- y nú≤ (Αn+ L Βn) úx n- qú+ L Αnúy n- qú. (7)

由 (4)及 T q= f , 有

　x n = y n+ Βx n- ΒnS x n= (1+ Βn) y n+ Βn (T - k I ) y n- (1- k ) Βny n- Βn (Ty n- x n+ S x n)

= (1+ Βn) y n+ Βn (T - k I ) y n- (1- k ) Βn [ (1- Βn) x n+ ΒnS x n ]- Βn (Ty n- x n+ S x n)

= (1+ Βn) y n+ Βn (T - k I ) y n- (1- k ) Βnx n- (1- k ) Β
2
n (T x n- T q) -

　Βn (Ty n- T x n) - ΒnT q,

　x n- q = (1+ Βn) (y n- q) + Βn [ (T - k I ) y n- (T - K I ) q ]- (1- k ) Βn (x n- q) -

　 (1- k ) Β
2
n (T x n- T q) - Βn (Ty n- T x n). (8)

由 T - k I 的增生性, 有

　úx n- qú≥ (1+ Βn) úy n- qú - (1- k ) Βnúx n- qú - (1- k )L Β
2
núx n- qú -

　L Βnúy n- x nú

≥ (1+ Βn) úy n- qú - (1- k ) Βnúx n- qú - (L + L
2- kL ) Β

2
núx n- qú.

因此
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　úy n- qú≤{[1+ (1- k ) Βn ]ö(1+ Βn) }úx n- qú+ (L + L
2
- kL ) Β

2
núx n- qú

≤[ (1- k ) Βn+ (1+ L + L
2
- kL ) Β

2
n ]úx n- qú. (9)

再由 (3)及 T q= f , 类似可得

　x n = x n+ 1+ Αnx n- ΑnS y n

= (1+ Αn) x n+ 1+ Αn (T - k I ) x n+ 1- ΑnT q- (1- k ) Αnx n+ (1- k ) Α
2
n (x n- S y n) +

　ΑnΒn (T x n- T q) - Αn (T x n+ 1- Ty n) ,

　x n- q = (1+ Αn) (x n+ 1- q) + Αn [ (T - k I ) - (T - k I ) q ]- (1- k ) Αn (x n- q) +

　 (1- k ) Α
2
n (x n- S y n) + ΑnΒn (T x n- T q) - Αn (T x n+ 1- Ty n).

由 T - k I 的增生性, 并注意 (7) , (9) , 得

　úx n- qú≥ (1+ Αn) úx n+ 1- qú - (1- k ) Αnúx n- qú - (1- k ) Α
2
núx n- S y nú -

　L ΑnΒnúx n- qú - L Αnúx n+ 1- y nú
≥ (1+ Αn) úx n+ 1- qú - [ (1- k ) Αn+ L (L + 1) ΑnΒn ]úx n- qú -

　{1- k + L + (1+ L + L
2- kL - k ) [1- kΒn+ (1+ L + L

2- kL ) Β
2
n ]}Α

2
núx n- qú.

于是

　úx n+ 1- qú≤{[1+ (1- k ) Αn+ L (L + 1) ΑnΒn ]ö1+ Αn}úx n- qú+ {1- k + L +

　 (1+ L + L
2- kL - k ) [1- kΒn+ (1+ L + L

2- kL ) Β
2
n}Α

2
núx n- qú

≤
(5)

{1- Αn [k - L (L + 1) Βn ]}úx n- qú+ {2- k+ L + (1+ L + L
2) -

　kL - k ) (1- kΒn+ (1+ L + L
2
- kL ) Β2

n}Α2
núx n- qú

≤
( i)

{1-
1
2 Αn [k - L (L + 1) Βn ]}úx n- qú≤ (1-

k
4

) Αnúx n- qú

≤exp (-
k
4 ∑

n

i= 1
Αi) úx 1- qú→0 (n→∞). (10)

即{x n}强收敛于 q. 如果取 Αn 和 Βn 为定理后半部分所述, 则由 (10)可得

　　úx n+ 1- qú≤{1-
1
4

[k - L (L + 1) Β]
2
}{2L - k+ (1+ L + L

2
- kL - k )×

　[1- kΒ+ (1+ L + L
2
- kL ) Β2 ]}

- 1úx n- qú= Θúx n- qú

≤Θnúx 1- qú.
即推得误差估计式. □

取 Βn≡0, 便得到

定理2　设 T 和S 如定理1. 对 x 0∈X , 定义序列{x n}为 x n+ 1= (1- Αn) x n+ ΑnS x n , 其中实数

列{Αn}满足 ( i) 0≤Αn≤
1
2 k [3+ 2L + L

2
- kL - 2k ]

- 1
; ( ii) ∑Αn = ∞. 则{x n}强收敛于 T x = f

的唯一解. 如果 Αn=
1
2 k (3+ 2L + L

2
- kL - 2k ) - 1

. 则有误差估计

úx n+ 1- qú≤Θnúx 1- qú , Θ= 1-
k
4

(3+ 2L + L
2
- kL - 2k ) - 1

.

设 T 的不动点集为 F (T ).

定理3　设 K < X 为不空闭凸子集. T : K →K 是L ip sch itz 严格伪压缩映射, 对 x 0∈K , 定

义序列{x n}为
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x n+ 1= (1 - Αn) x n + ΑnT y n (11)

y n= (1 - Βn) x n + ΒnT x n , (12)

其中{Αn}, {Βn}满足

( i)　0≤Αn≤
1
2

[k - L (L + 1) Βn ]{3- k+ L + L (2- k + L ) [1- kΒn+

(3+ 3L + L
2- kL - k ) Βn) ]}

- 1
;

( ii)　0≤Βn≤kö2L (L + 1) ;

( iii)　∑Αn = + ∞.

k=
t- 1

t
, t> 1为严格伪压缩常数. 如果 F (T )≠Á , 则{x n}强收敛于 T 的唯一不动点. 如果 Αn=

1
2

[k - L (L + 1) Β]{3- k + L + L (2k+ L ) [1- kΒ+ (3+ 3L + L
2- kL ) Β]}- 1, 则有误差估计

úx n+ 1- qú≤Θnúx 1- qú.

其中 Θ= 1-
1
4

[k - L (L + 1) Β]{3- k + L + L (2- k + L ) [ 1- kΒ+ (3+ 3L + L
2
- kL - k ) Βn

]}
- 1

∈ (0, 1).

证明　唯一性由严格伪压缩性知. 设{q}= F (T ). 由于 T 是严格伪压缩映射, 所以 I - T

是强增生的, 其强增生常数 k = t- 1öt
[ 3 ]. 即 I - T - k I 是增生的. 由 ( i) 和 ( ii) 易知 Αn∈ [ 0, 1) ,

以及

　[1+ (1- kΑn+ L (L + 1) ΑnΒn ]ö(1+ Αn)≤1- Αn [k - L (L + 1) ]Βn+ Α2
n , (13)

由 (12) , (11)

úx n+ 1- y nú≤ (Αn+ Βn+ L Βn) úx n- qú+ L Αnúy n- qú , (14)

由 (12) , 类似于 (8)的推导方法, 可得

　x n- q = (1+ Βn) (y n- q) + Βn [ ( I - T - k I ) y n- ( I - T - k I ) q ]-

　 (1- k ) Βn (x n- q) + (2- k ) Β2
n (x n- T x n) + Βn (Ty n- T x n).

由 I - T - k I 的增生性,

　úx n- qú≥ (1+ Βn) úy n- qú - (1- k ) Βnúx n- qú - (2- k ) Β
2
núx n- T x nú -

　L Βnúy n- x nú

≥ (1+ Βn) úy n- qú - [ (1- k ) Βn+ (2+ 3L + L
2
- kL - k ) Β

2
n ]úx n- qú.

于是

　úy n- qú≤{[1+ (1- k ) Βn ]ö1+ Βn}úx n- qú+ (2+ 3L + L
2- kL - k ) Β

2
núx n- qú

≤
(5)

[1- kΒn+ (3+ 3L + L
2
- kL - k ) Β

2
n ]úx n- qú. (15)

再由 (11) , 又有

　x n- q = (1+ Αn) (x n+ 1- q) + Αn [ ( I - T - k I ) x n+ 1- ( I - T - k I ) q ]-

　 (1- k ) Αn (x n- q) + (2- k ) Α2
n (x n- Ty n) - Αn (T x n+ 1- Ty n).

由 I - T - k I 的增生性, 并注意 (14) , (15) , 有

　úx n- qú≥ (1+ Αn) úx n+ 1- qú - (1- k ) Αnúx n- qú - (2- k ) Α
2
núx n- Ty nú -

　L Αnúx n+ 1- y nú
≥ (1+ Αn) úx n+ 1- qú - [ (1- k ) Αn+ L (L + 1) ΑnΒn ]úx n- qú -
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　{2- k + L + L (2- k+ L ) [1- kΒn+ (3+ 3L + L
2
- kL - k ]Β

2
n}Α

2
núx n- qú ,

　úx n+ 1- qú≤{[1+ (1- k ) Αn+ L (L + 1) ΑnΒn ]ö(1+ Αn) }úx n- qú+ {2- k + L +

　L (2- k + L ) [1- kΒn+ (3+ 3L + L
2
- kL - k ) Β

2
n ]}Α

2
núx n- qú

≤
(13)

{1- Αn [k - L (L + 1) Βn ]}úx n- qú+ {3- k+ L +

　L (2- k + L ) [1- kΒn+ (3+ 3L + L
2- kL - k ) Β2

n ]}Α2
núx n- qú

≤
( i)

{1-
1
2 Αn [k - L (L + 1) Βn ]}úx n- qú

≤ (1-
k
4 Αn) úx n- qú≤exp (- k

4 ∑
n

i= 1
Αi) úx 1- qú→0 (n→∞). (16)

即{x n}强收敛于 q. 误差估计由 (16)可得. □

取 Βn= 0, 则可得M ann 迭代序列强收敛于 T 的唯一不动点, 并有相应误差[ 10 ]
.
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On a M od ify ing Tr iangle In terpola tion Polynom ia l

F eng R enz hong
(D ep t. of Info rm ation, Changchun T axation Co llege, 130021)

H e J iax ing
(D ep t. of A pp l. M ath. , J ilin U niversity of T echno logy, Changchun 130025)

Abstract

T he paper in troduces a m odifing triang le in terpo la t ion po lynom ia lW n (f ; r, Η) (w here r is

a g iven natu ra l num ber) based on these va lues of f (Η) (w here f (Η) ∈C 2Πand f (Η) is an odd

funct ion) on these nodes {Ηk =
k

n + 1
Π}

n
k= 1. W n (f ; r, Η) un ifo rm ly converges to f (Η) (f (Η) ∈

C 2Πand f (Η) is an odd funct ion) on the to ta l rea l ax is. T he app rox im at ion o rder ofW n (f ; r, Η)

reaches the best app rox im at ion o rder w hen u sed to app rox im ate to f (Η) w here f (Η) ∈C
j
2Π(0

≤ j ≤ r - 1) and f (Η) is an odd funct ion.

Keywords　m odifing triang le in terpo la t ion po lynom ia l, un ifo rm convergence, best conver2
gence o rder.
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Itera tive Solution s and Its Error Estimation of Non l inear
Equation for Accretive Operator in Banach Spaces

L iu L iw ei
(D ep t. of M ath. , N anchang U niversity, 330047)

Abstract

In th is paper, w e study p rob lem s of itera t ive app rox im at ion and its erro r est im at ion to

non linear equat ion fo r L ip sch itzan strongly accret ive opera to r in Banach Spaces.

Keywords　st rongly accret ive opera to r, st rict ly p seudocon tract ive m app ing, Ish ikaw a itera2
t ion p rocess, erro r est im at ion.
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