
第19卷　增刊 数 学 研 究 与 评 论 V o l. 19 Supp
1 9 9 9 年 4 月 JOU RNAL O F M A TH EM A T ICAL R ESEA RCH AND EXPO S IT ION A p r. 1 9 9 9

关于一类修正的三角插值多项式
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摘　要: 本文构造出一个以{Ηk=
k

n+ 1Π}n
k= 1为插值节点的 f (Η) ∈C 2Π且为奇函数的修正

的三角插值多项式W n (f ; r, Η) ( r 为自然数). W n (f ; r, Η) 对每个以2Π为周期的奇连续函数都

能在全实轴上一致地收敛到 f (Η) ; 若 f (Η)∈C j
2Π(0≤j≤r- 1) 且是奇的,W n (f ; r, Η) 对其收敛

阶均达到最佳收敛阶.
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1　引　言

设 f (Η)∈C 2Π且为奇函数, 取点组

Ηk =
kΠ
N

, 　k = 1, 2, ⋯, n (1. 1)

其中N = n+ 1. 令

　　sk (Η) =
(co sΗ- co sΗ1)⋯ (co sΗ- co sΗk- 1) (co sΗ- co sΗk+ 1)⋯ (co sΗ- co sΗn) sinΗ

(co sΗk - co sΗ1)⋯ (co sΗk- co sΗk- 1) (co sΗk - co sΗk+ 1)⋯ (co sΗk - co sΗn) sinΗk

= (- 1) k- 1 sinΗk sinN Η
N (co sΗ- co sΗk )

, 　k= 1, 2, ⋯, n , (1. 2)

S n (Η) = ∑
n

k= 1
f (Ηk ) sk (Η) , (1. 3)

这样便得到不高于 n 阶的奇三角多项式. 对于 (1. 3)来说, 有

S n (Ηi) = f (Ηi) , 　i = 1, 2, ⋯, n. (1. 4)

据 Faber 定理知道: S n (Η) 并非对每个以2Π为周期的奇连续函数 f (Η) 都能在全实轴上一致地

收敛. 为改善 S n (Η) 的收敛性和收敛阶, 本文仿文献[1 ]中的伯恩斯坦修正方法, 即放弃某些插

值条件, 对 (1. 3) 进行修正, 得到修正的奇插值多项式W n (f ; r, Η) ( r 为自然数). W n (f ; r, Η) 的

具体构造如下:

令
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∃ r
hf (Η) = ∑

r

i= 0

(- 1) 1+ i r

i
f (Η+ ih ) , (1. 5)

ý r
hf (Η) = ∑

r

i= 0

(- 1) 1+ i r

i
f (Η- ih ) , (1. 6)

∃�r
hf (Η) =

1
2

(∃ r
hf (Η) + ý r

hf (Η) ) , (1. 7)

其中
r

i
=

r!
i! (r- i) !

, h=
Π

N
, N = n+ 1. 对 ∃�

r
hf (Η) 有性质: 若 f (Η) 是奇函数, 则 ∃�

r
hf (Η) 也是奇

函数. 同时还规定:

Ηk - ih=
(k - i)

N
Π= Ηk- i, Ηk + ih=

(k+ i)
N

Π= Ηk+ i,

其中 k= 1, 2, ⋯, n , i 是任意自然数.

给定偶数2 l ( l 为自然数) , 将节点组 Η1< Η2< ⋯< Ηn 按2l 分成若干组, 不妨设分为 q 组, 即

n= 2lq+ v , 0≤v < 2l, 在每一组中的第2lt 点处让W n (f ; r, Η)取值为A 2l t:

A 2lt = f (Η2lt) + B 2lt, 　t = 1, 2, ⋯, q (1. 8)

其中B 2l t=
1
2r ∑

2l

p = 1

(- 1) p ∃�
r
hf (Η2l ( t- 1) + p ). 于是W n (f ; r, Η)可以表为

W n (f ; r, Η) = ∑
n

k= 1
A ksk (Η) , (1. 9)

其中当 k = 2lt, t= 1, 2, ⋯, q 时,A k 由 (1. 8)给出, 余下的A k = f (Ηk ).

主要结果如下:

定理1　对任给的以2Π为周期的奇连续函数 f (Η) , 极限式 lim
n→∞

W n (f ; r, Η) = f (Η) 在全实轴

上一致成立.

定理2　设 f (Η)∈C
j
2Π且为奇函数, 0≤j≤r- 1, 则

ûW n (f ; r, Η) - f (Η) û= O ( 1
n j Ξ(f

j
,

1
n

) ) ,

其中“O ”与 Η, n , f , ⋯, f
( j )无关, Ξ(f

j , ∆)为函数 f
( j ) (Η)的连续模.

记 Κn (Η)为L ebesgue 函数, 即

Κn (Η) = ∑
n

k= 1

ûsk (Η) û.

　　定理3　设 f (Η)∈C
r
2Π且为奇函数, 则

ûW n (f ; r, Η) - f (Η) û= O ( 1
n r Ξ(f

r
,

1
n

) (1+ Κn (Η) ) )

其中“O ”与 Η, n , f , ⋯, f
(r)无关.

2　引　理

引理　成立如下估计式:

∑
n

k= 1+ r

1
2

r∑
r

i= 0

r

i
û (- 1) 1+ i

sk - i (Η) + sk (Η) û = O (1) , (2. 1)
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∑
n- r

k= 1

1
2

r∑
r

i= 0

r

i
û (- 1) 1+ i

sk+ i (Η) + sk (Η) û = O (1) , (2. 2)

∑
q

t= 1
∑
l- 1

p = 1
ûs2lt (Η) - s2l ( t- 1) + 2p (Η) û = O (1) , (2. 3)

∑
q

t= 1
∑

l

p = 1
ûs2lt (Η) + s2l ( t- 1) + 2p - 1 (Η) û = O (1). (2. 4)

　　证明　由于 (2. 1) , (2. 2) , (2. 3) 和 (2. 4) 的证明方法是相同的, 故这里只证 (2. 4). 记 i=

2lt, j = 2l ( t- 1) + 2p - 1, 那么1≤i- j = 2 ( l- p ) + 1≤2l- 1. 由

2sinΗk

co sΗ- co sΗk
= co t

Ηk - Η
2

+ co t
Ηk + Η

2
, (2. 5)

û sin
Ηk - Η

2
û≤ û sin

Ηk + Η
2

û , (2. 6)

及 (1. 2) , 有

　　　　　ûsi (Η) + sj (Η) û= û sinN Η
2N

(
2sinΗj

co sΗ- co sΗj
-

2sinΗi

co sΗ- co sΗi
) û

　= û sinN Η
2N

sin
Ηi- Ηj

2
( 1

sin
Ηi- Η

2
sin

Ηj - Η
2

+
1

sin
Ηi+ Η

2
sin

Ηj + Η
2

) û

　≤û sinN Η
N

sin
Ηi- Ηj

2
1

sin
Ηj - Η

2
sin

Ηj - Η
2

û. (2. 7)

先令0≤Η≤Π, 对于给定的 Η, 在{Η2l t}
q
t= 1中, 设 Η2lt0离 Η最近, 同时又不妨设 Η2lt0≤Η(对于 Η> Η2lt0

时的证法一致) , 使用 (2. 7)和

2
ΠΗ≤ sinΗ≤ Η, 　0 ≤ Η≤ Π

2
, (2. 8)

sk (Η) = O (1) , 　k = 1, 2, ⋯, n , (2. 9)

有

∑
q

t= 1
∑

l

p = 1
ûsi (Η) + sj (Η) û = (∑

t0- 1

t= 1
+ ∑

t0+ 1

t= t0

+ ∑
q

t= t0+ 2

) (∑
l

p = 1
ûsi (Η) + sj (Η) û )

　 = O (∑
t0- 1

t= 1

l
N 2 (Η2l t0 - Η2lt)

2 + 1 + ∑
q

t= t0+ 2

l
N 2 (Η2l t0+ l - Η2l ( t- 1) ) 2 )

　 = O (1). (2. 10)

至于- Π≤Η≤0, 由于 sk (Η)是奇函数, 采用以上估计方法, 同样得出 (2. 10) 的结果, 综合以上分

析可知 (2. 4)对于- Π≤Η≤Π是成立的.

3　定理的证明

由定理2知定理1成立, 故下证定理2. 由 (1. 8)和 (1. 9) , 有

W n (f ; r, Η) - f (Η) = ∑
n

k= 1
f (Ηk ) sk (Η) + ∑

q

t= 1
B 2l ts2l t (Η) - f (Η)
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　 = {∑
n

k= 1
f (Ηk ) sk (Η) + ∑

n

k= 1

1
2r ∃�r

hf (Ηk ) sk (Η) - f (Η) } +

　　　∑
q

t= 1

1
2r∑

l- 1

p = 1
∃�r

hf (Η2l ( t- 1) + 2p ) (s2lt (Η) - s2l ( t- 1) + 2p (Η) ) -

　　　∑
q

t= 1

1
2r∑

l

p = 1
∃�r

hf (Η2l ( t- 1) + 2p - 1) (s2lt (Η) + s2l ( t- 1) + 2p - 1 (Η) ) -

　　　 ∑
n

p = 2lq+ 1

1
2r ∃�r

hf (Ηp ) sp (Η) =
△

∑
4

j= 1
C j

用 p (Η)表示与 f (Η)具有最小偏差且次数不高于 n 的奇三角多项式, 便有

ûp (Η) - f (Η) û ≤ E n (f ) , (3. 2)

这里 E n (f )是 f (Η)的最佳逼近. 根据 ∃�
r
hf (Η)的定义和性质可知 ∃�

r
hp (Η)也是次数不高于 n 的奇

三角多项式, 从而 p (Η)和 ∃�
r
hp (Η)与它们自身的内插多项式重合, 即

∑
n

k= 1

(∃�r
hp (Ηk ) + p (Ηk ) ) sk (Η) = ∃�r

hp (Η) + p (Η). (3. 3)

先估计C 1, 由 (3. 3) , 有

C 1= {∑
n

k= 1

1
2r ∃�r

h (f (Ηk ) - p (Ηk ) ) sk (Η) + ∑
n

k= 1

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) sk (Η) } +

　{
1
2r (∃�r

hp (Η) - ∃�r
hf (Η) ) + (p (Η) - f (Η) ) } +

　 1
2r ∃�r

hf (Η) =
△

∑
3

j= 1
B j. (3. 4)

由 (1. 7) , 有

B 1=
1
2

{∑
n

k= 1

1
2r ∃ r

h (f (Ηk ) - p (Ηk ) ) sk (Η) + ∑
n

k= 1

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) sk (Η) } +

　 1
2

{∑
n

k= 1

1
2r ý r

h (f (Ηk ) - p (Ηk ) ) sk (Η) + ∑
n

k= 1

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) sk (Η) }

=
△

B 11 + B 12, (3. 5)

B 11=
1
2

{∑
r

k= 1

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) ( 1
2r∑

k- 1

i= 0

(- 1) 1+ i r

i
sk - i (Η) + sk (Η) ) +

　∑
n

k= 1+ r

(f (Ηk) - p (Ηk ) ) 1
2r∑

r

i= 0

r

i
(- 1) 1+ i

sk - i (Η) + sk (Η) ) +

　∑
n+ r

k= n+ 1

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) ( 1
2r ∑

r

i= k - n

r

i
(- 1) 1+ i

sk- i (Η) ) }. (3. 6)

由 (3. 2) , (2. 1)及 (2. 9) , 得

B 11= O (E n (f ) ) (3. 7)

B 12=
1
2

{ ∑
0

k= 1- r

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) 1
2r ∑

r

i= 1- k

(- 1) 1+ i r

i
sk+ i (Η) +
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　∑
n- r

k= 1

(f (Ηk ) - p (Ηk ) ) 1
2r∑

r

i= 0

r

i
( (- 1) 1+ i

sk+ i (Η) + sk (Η) ) +

　 ∑
n

k= n- r+ 1

(f (Ηk) - p (Ηk ) ) ( 1
2r∑

n- k

i= 0

(- 1) 1+ i r

i
sk+ i (Η) + sk (Η) ) }.

由 (3. 2) , (2. 2)和 (2. 9) , 得

B 12 = O (E n (f ) ). (3. 8)

综合B 11和B 12, 知

B 1 = O (E n (f ) ). (3. 9)

　　利用导数与等距差分之间的关系, 有

∃ j
hf (Η) = (- 1) r+ 1 ( Π

N
) j

f
( j ) (Ν1) , 　Η< Ν1 < Η+ jh ,

ý j
hf (Η) = - ( Π

N
) j

f
( j ) (Ν2) , 　Η- j h < Ν2 < Η.

(3. 10)

于是使用 (3. 10) , 有

1
2r+ 1 ∃

r
hf (Η) =

1
2r+ 1 ∑

r- 1- j

i= 0

(- 1) i r- 1- j

i
(∃

j
hf (Η+ (r- j - i) h ) - ∃

j
hf (Η+ (r- j - i- 1) h ) )

=
(- 1) 1+ r

21+ r ( Π
N

) j ∑
r- 1- j

i= 0

(- 1) i r- 1- j

i
(f

( j ) (Ν1) - f
( j ) (Ν2) )

= O ( 1
n

j Ξ(f
j
,

1
n

) ) , (3. 11)

其中0≤j≤r- 1, Η+ (r- j - i) h< Ν1< Η+ ( r- i) h , Η+ ( r- j - i- 1) h< Ν2< Η+ ( r- i- 1) h. 同

理可证

1
2r+ 1 ý r

hf (Η) = O ( 1
n j Ξ(f

j
,

1
n

) ) , (3. 12)

因此

B 3 =
1
2r ∃�r

hf (Η) = O ( 1
n j Ξ(f

j ,
1
n

) ). (3. 13)

　　由 (3. 2) , (1. 5) , (1. 6)和 (1. 7)很容易得出

B 2 = O (E n (f ) ). (3. 14)

综合B 1,B 2和B 3, 知

C 1 = O (E n (f ) +
1
n j Ξ(f

j
,

1
n

) ). (3. 15)

　　由 (3. 13) , (2. 3)和 (2. 4) , 有

C 2 = O ( 1
n j Ξ(f

j ,
1
n

) ) , 　C 3 = O ( 1
n j Ξ(f

j ,
1
n

) ). (3. 16)

使用 (3. 13)和 (2. 9) , 有

C 4 = O ( 1
n j Ξ(f

j ,
1
n

) ). (3. 17)

　　当 f (Η)∈C
j
2Π时, 由 Jack son 定理, 有

E n (f ) = O ( 1
n j Ξ(f

j
,

1
n

) ). (3. 18)
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由 (3. 18) , 综合C 1, C 2, C 3和C 4便知定理2获证.

定理3的证明　仍设 p (Η)为 f (Η)的最佳逼近奇三角多项式

W n (f ; r, Η) - f (Η) = {S n (f - p ; Η) + (p (Η) - f (Η) } + ∑
q

t= 1
B 2ltS 2lt (Η)

=
△

D 1 + D 2 (3. 19)

由 (3. 2)和 (3. 18) , 不难得出

D 1 = O ( 1
n r Ξ(f r,

1
n

) (1 + Κn (Η) ) ). (3. 20)

由B 2lt的定义和 (3. 13) , 得

D 2= ∑
q

t= 1
∑

2l

p = 1

(- 1) p 1
2r ∃�r

hf (Η2l ( t- 1) + p )S 2lt (Η)

= O ( 1
n r Ξ(f

r
,

1
n

) Κn (Η) ). (3. 21)

综合D 1和D 2, 可知定理3获证.

注　对于以{Ηk =
kΠ
n

}
n
k= 0为插值节点组所构造的偶三角插值多项式

C n (f ; Η) = ∑
n

k= 0
f (Ηk ) ck (Η)

其中

　　ck (Η) =
(co sΗ- co sΗ0)⋯ (co sΗ- co sΗk - 1) (co sΗ- co sΗk+ 1)⋯ (co sΗ- co sΗn)

(co sΗk - co sΗ0)⋯ (co sΗk - co sΗk - 1) (co sΗk - co sΗk+ 1)⋯ (co sΗk - co sΗn)

[ 1 ]

=

-
sinΗsinN Η

2n (co sΗ- 1) , 　k= 0

(- 1) k+ 1 sinΗsinnΗ
n (co sΗ- co sΗk )

, 　k = 1, 2, ⋯, n- 1
[ 2 ]

(- 1) n+ 1 sinΗsinnΗ
2n (co sΗ+ 1) , 　k = n

〗

按本文的修正方法对其进行修正也同样能获得定理1至定理3的结论.
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On a M od ify ing Tr iangle In terpola tion Polynom ia l

F eng R enz hong
(D ep t. of Info rm ation, Changchun T axation Co llege, 130021)

H e J iax ing
(D ep t. of A pp l. M ath. , J ilin U niversity of T echno logy, Changchun 130025)

Abstract

T he paper in troduces a m odifing triang le in terpo la t ion po lynom ia lW n (f ; r, Η) (w here r is

a g iven natu ra l num ber) based on these va lues of f (Η) (w here f (Η) ∈C 2Πand f (Η) is an odd

funct ion) on these nodes {Ηk =
k

n + 1
Π}

n
k= 1. W n (f ; r, Η) un ifo rm ly converges to f (Η) (f (Η) ∈

C 2Πand f (Η) is an odd funct ion) on the to ta l rea l ax is. T he app rox im at ion o rder ofW n (f ; r, Η)

reaches the best app rox im at ion o rder w hen u sed to app rox im ate to f (Η) w here f (Η) ∈C
j
2Π(0

≤ j ≤ r - 1) and f (Η) is an odd funct ion.

Keywords　m odifing triang le in terpo la t ion po lynom ia l, un ifo rm convergence, best conver2
gence o rder.
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Itera tive Solution s and Its Error Estimation of Non l inear
Equation for Accretive Operator in Banach Spaces

L iu L iw ei
(D ep t. of M ath. , N anchang U niversity, 330047)

Abstract

In th is paper, w e study p rob lem s of itera t ive app rox im at ion and its erro r est im at ion to

non linear equat ion fo r L ip sch itzan strongly accret ive opera to r in Banach Spaces.

Keywords　st rongly accret ive opera to r, st rict ly p seudocon tract ive m app ing, Ish ikaw a itera2
t ion p rocess, erro r est im at ion.
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