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一类非线性椭圆型方程的奇异边值问题
Ξ

叶　常　青
(漳州师范学院数学系, 福建漳州363000)

摘　要: 本文研究一类在球内的非线性椭圆奇异边值问题的正解的存在性, 推广了 H.

U sam i 1989年所得到的部分结果.
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1　引　言

本文研究如下的非线性椭圆奇异边值问题

∃u + f (x , u , ý u ) = 0, 　x ∈B , (1)

u = 0, 　x ∈ 5B , (2)

其中 ∃ 表N 维拉普拉斯算子, ý u 表函数 u 的梯度, B 表中心在原点半径为1的开球即B = {x

∈R
N

: ûx û< 1}, 5B 为球B 的边界, 假定空间 R
N 的维数N ≥2, 函数 f : B × (0, ∞) ×R

N → (0,

∞) , f (x , u , p ) (p = (p 1, ⋯, p N ) ) 在 x ∈5B 以及在 u= 0处有奇性. 关于 f (x , u , p ) 的详细假定

将在第3节中叙述. 要建立问题 (1)— (2)具有C
2 (B )∩C (Bϖ)类正解的定理.

1986年 S. M. Gom es
[ 1 ]曾研究过奇异边值问题

∃u + P (x ) u
- Κ

= 0, 　x ∈B , (3)

u = 0, 　x ∈ 5B , (4)

其中常数 Κ> 0, 函数 P (x ) 在 5B 上有奇性, 他获得了等价于 (3)— (4) 的积分方程有 C
1 (Bϖ) 类

正解的充分条件. 近年来许多学者对奇异的椭圆边值问题进行了许多方面的研究, 如 C. A.

Stuab t
[ 2 ]

, T. Ko sano and C. A. Sw an son
[ 3 ]都取得了较好的结果, 1989年H. U sam i

[ 4 ]研究了较

(3)— (4)更一般的奇异边值问题:

∃u + f (x , u ) = 0, 　x ∈B . (5)

u = 0, 　x ∈ 5B . (6)

他论证了问题 (5)— (6)有正解 u∈C
2 (B )∩C (Bϖ) 的充要条件. 本文就是在[ 4 ]的基础上进行研

究的, 本文中的定理推广了[4 ]中的定理1.
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2　引　理

先考虑方程 (1)中的函数 f 为径向对称的情形, 即设 f 为形如 F (û x û , u , û ý u û ) 情形, 于

是转到讨论奇异的常微分方程边值问题:

( t
N - 1

y′)′+ t
N - 1

F ( t, y , ûy ′û ) = 0, 0 < t < 1, (7)

y′(0) = 0, 　y (1) = 0. (8)

　　在下文中假定函数 F 满足下面的条件供以后的引理、定理选用.

(A 1) 　F : [ 0, 1) × (0, ∞) ×[0, ∞) → (0, ∞) 是连续函数, F ( t, y , z ) 关于 y > 0, 关于 z ≥0

连续可微; 且对每一固定的 t∈[0, 1) , F ( t, y , z )关于 y > 0严格减, 关于 z≥0严格减;

(A 2)　对 Π t1, t2 ∈ [0, 1) (设 t1 < t2) , 则当 Α> 0 充分小时有

∫
t1

t2∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, Α, d ) d rds > Α

关于 d ≥ 0 一致地成立;

(A 3)　对 Π c > 0, Π d ≥ 0 有∫
1

0∫
s

0
( r

s
)N - 1

F (r, c, d ) d rds < ∞.

用打靶法论证 (7)— (8)存在正解, 为此考虑初值问题

( t
N - 1

y′)′+ t
N - 1

F ( t, y , ûy ′û ) = 0, (9)

y (0) = Α, 　y′(0) = 0, (10)

在 (10)式中 Α> 0为参数, 由假设 (A 1) 知对每一Α> 0问题 (9)— (10) 存在唯一的正解[ 4 ]
y Α( t) ,

t ∈ [0, T Α) , 其中[0, T Α) 为正解 y Α( t) 的最大存在区间, 显然T Α的值依赖于Α, 它位于 0 < T Α≤

1, 注意到

y ′
Α( t) = - ∫

t

0
( r

t
) N - 1

F (r, y Α(r) , ûy ′
Α(r) û ) d r < 0, 　t ∈ (0, T Α) ,

故正解 y Α( t) 在其存在区间[0, T Α) 内严格减, 显见如果 T Α < 1, 那么 y Α( t) > 0, 0 ≤ t < T Α;

y Α(T Α) = 0; 如果 T Α = 1, 那么 y Α( t) > 0, 0 ≤ t < 1; y Α(1) ≥ 0.

引理1　设条件 (A 1) 成立, 设 Α, Β为正数, 且 Α> Β, 若 y Β ( t) 在[ 0, T ) 上有定义, 则 y Α( t) 也

在[0, T )上有定义且

y Α( t) > y Β ( t) , 　t ∈ [0, T ). (11)

　　证明　 (É ) 先假定 y Α( t) 也在[0, T ) 上有定义, 下证 (11) 式成立. 采用反证法. 因为 y Α(0)

- y Β(0) = Α- Β > 0, 故在 t = 0 附近有 y Α( t) > y Β( t) , 如果 (11)式不成立则存在 Σ∈ (0, T )

使

y Α( t) > y Β( t) , 　0 ≤ t < Σ, (12)

y Α(Σ) = y Β (Σ). (13)

由 (12) , (13)得 y
′
Α(Σ)≤y

′
Β(Σ) , 由此将导出下面的矛盾:

( i)　若 y
′
Α(Σ) < y

′
Β(Σ).

由 y
′
Α, y

′
Β 的连续性知存在 Σ0∈ (0, Σ)使 y

′
Α( t) < y

′
Β( t) , Σ0≤t≤Σ, 注意到 y

′
Α≤0, y

′
Β≤0故有

ûy ′
Α( t) û > ûy ′

Β ( t) û , 　Σ0 ≤ t ≤ Σ. (14)

积分 (9)式, 并利用 (10)式得
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y ′
Α( t) - y ′

Β( t) = ∫
t

0
( r

t
) N - 1 [F (r, y Β(r) , ûy ′

Β (r) û ) - F (r, y Α(r) , ûy ′
Α(r) û ) ]d r.

再从 Σ0到 Σ积分上式, 由 (A 1) , (12) , (14)得

y Α(Σ) - y Α(Σ0) - y Β (Σ) + y Β(Σ0)

　 = ∫
Σ

Σ0∫
s

0
( r

s
) N - 1

[F (r, y Β(r) , ûy ′
Β (r) û ) - F (r, y Α(r) , ûy ′

Α(r) û ) ]d rds > 0,

即

y Α(Σ) - y Β (Σ) > y Α(Σ0) - y Β (Σ0) > 0.

这与 (13)式矛盾.

( ii)　若 y
′
Α(Σ) = y

′
Β (Σ) , 记 a= y Α(Σ) = y Β (Σ) , b= y

′
Α(Σ) = y

′
Β (Σ) , 那么 y Α( t) , y Β ( t) , 0≤t< Σ

可看成满足同一初值问题

( t
N - 1

y′)′+ t
N - 1

F ( t, y , ûy ′û ) = 0, 　0 < t < Σ, (15)

y (Σ) = a , 　y ′(Σ) = b, (16)

由向后打靶法产生的两个解, 但由假设 (A 1) , 依据常微知识知问题 (15)— (16) 的解是唯一的.

矛盾.

上面的矛盾说明了当 y Α( t)在[0, T )上有定义时, (11)式必成立.

(Ê )　次证 y Α( t) 在[0, T ) 上有定义, 事实上若 y Α( t) 的存在区间为[0, T 1) , T 1 < T , 那么

y Α(T 1) = 0 < y Β(T 1). 由假设 y Α(0) = Α> Β= y Β(0) , 故曲线 y Α( t) 与 y Β( t) 必相交, 于是存在

t1 ∈ (0, T 1) 使得 y Α( t) > y Β ( t) , 0 ≤ t < t1; y Α( t1) = y Β( t1) 如 (É ) 证法, 导出矛盾, 故 y Α( t) 在

[0, T ) 上也有定义.

引理2　设条件 (A 1) - (A 3)成立, 则问题 (7)— (8)存在唯一正解 y Α0∈C
2
[0, 1)∩C [0, 1 ].

证明　这个引理的论证过程较长, 所以分几段来证, 首先定义两个集合

Sθ= {Α> 0: y Α( t)在[0, 1)上存在, 且 y Α(1) > 0},

S- = {Α> 0: y Α( t)在 t= 1之前变为零}.

由引理1知对Π Α∈Sθ , Π Β∈S- , 则 Α> Β, 故 Sθ∩S- = Á .

( i)　证 Sθ 非空

下证当 Α> 0充分大时, y Α( t) >
Α
2

, t∈[0, 1)于是 Α∈Sθ. 事实上由假设 (A 3)知对Π c> 0, Π d

≥0有

∫
1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, c, d ) d rds < ∞,

注意到假设 (A 1) , F ( t, y , z )关于 y > 0, 关于 z≥0都是严格减的, 故可能充分大的 Α使

∫
1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r,
Α
2

, 0) d rds <
Α
2

. (17)

下面证明对满足 (17)式的 Α有 y Α( t) >
Α
2

, t∈[0, 1). 不然的话, 则存在 t1∈ (0, 1) , 使得

y Α( t) >
Α
2

, 0≤t< t1; y Α( t1) =
Α
2

.

由 (9)— (10)有
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y Α( t1) - Α+ ∫
t1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, y Α(r) , ûy ′
Α(r) û ) d rds = 0,

由 (A 1)及 (17)得

Α
2

= ∫
t1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, y Α(r) , ûy ′
Α(r) û ) d rds

< ∫
t1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r,
Α
2

, 0) d rds

≤∫
1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r,
Α
2

, 0) d rds <
Α
2

,

矛盾. 故 y Α( t) >
Α
2

, t∈[0, 1) , 所以 Α∈Sθ.

( ii)　证 S- 非空.

下证当 Α> 0充分小时则 Α∈S- , 事实上由 (A 2)知当 Α> 0充分小时有

∫
1
2

0∫
s

0
( r

s
)N - 1

F (r, Α, d ) d rds > Α, 关于 d ≥ 0 一致地成立, (18)

断言对满足 (18) 的 Α, 则 y Α( t) 在 t=
1
2
之前变为零, 不然的话若正解 y Α( t) 的变量 t 可延伸到 t

=
1
2

, 即设0< y Α( t)≤Α, t∈[0,
1
2

], 那么由 (9)— (10) , (A 1) , (18)得

- y Α( 1
2

) = - Α+ ∫
1
2

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, y Α(r) , ûy ′
Α(r) û ) d rds

> - Α+ ∫
1
2

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, Α, m ax
0≤r≤ 1

2

ûy ′
Α(r) û ) d rds

= - Α+ ∫
1
2

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r, Α, d ) d rds, 其中 d = m ax
0≤r≤ 1

2

ûy ′
Α(r) û

> - Α+ Α= 0.

由上式得 y Α( 1
2

) < 0, 矛盾, 故 Α∈S- , 即 S- 非空.

( iii)　证 infSθ² Sθ.

令 Α3 = infSθ , 显见 Α3 ∈ (0, ∞) , 若 Α3 ∈Sθ , 则 y Α3 (1) ≡l> 0, 由 (A 3) 知可取 t1∈ (0, 1) 且充

分接近于1使得

∫
1

t1∫
s

0
( r

s
)N - 1

F (r,
l
2

, 0) d rds <
l
2

. (19)

注意到 (9)— (10)的解对初值的连续依赖性, 那么对充分接近于 Α3 的 Α∈ (0, Α3 ) , y Α( t) 在 [ 0,

t1 ]有定义且

y Α( t1) > l, (20)

断言在 y Α( t) 的存在区间上必有 y Α( t) >
l
2

, 从而 y Α( t) 的存在区间为[0, 1) , 且 Α∈Sθ , 事实上如

果断言不真, 那么存在 t2∈ ( t1, 1)使得

y Α( t) >
l
2

, t1 ≤ t < t2; y Α( t2) =
l
2

. (21)
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积分 (9)— (10) , 再由 (A 1) , (21) , (20) , (19)得

l
2

= y Α( t2) = y Α( t1) - ∫
t2

t1∫
s

0
( r

s
)N - 1

F (r, y Α(r) , ûy ′
Α(r) û ) d rds

≥ l - ∫
t2

t1∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r,
l
2

, 0) d rds

≥ l - ∫
1

t1∫
s

0
( r

s
) N - 1

F (r,
l
2

, 0) d rds

> l -
l
2

=
l
2

,

矛盾, 故 Α∈Sθ , 但这又与 Α3 = infSθ 的意义抵触, 所以 infSθ² Sθ.

( iv)　类似地可证 supS- ² S- .

(v)　证 Α0= infSθ= supS- .

　　由集合 Sθ , S- 的意义及引理1知对Π Α∈Sθ , Π Β∈S- , 则 Β< Α, 故 supS- ≤infSθ , 可以证明 supS-

< infSθ 不成立. 故 Α0= infSθ= supS- . 由此知问题 (7)— (8) 存在唯一正解 y Α0∈C
2 [ 0, 1) ∩C [ 0,

1 ].

3　主要结果

假定奇异非线性椭圆边值问题 (1)— (2) 中的函数 f (x , u , p ) (p = (p 1, ⋯, pN ) ) 满足下列

条件

(B 1) 　f : B × (0, ∞) ×R
N → (0, ∞) 是局部Hoβlder 连续函数 (指数 Η∈ (0, 1) ) , 且 f (x , u ,

p )关于 u∈ (0, ∞)关于 p∈R
N 连续可微 (关于 p 连续可微是指5f

5p i
, i= 1, ⋯,N 存在且连续) ;

(B 2)　对于每一紧区域 8 < B 存在连续函数 P 8: (0, ∞)→ (0, ∞)使得

û f (x , u , p ) û≤P 8 (u ) (1+ ûp û 2) , (x , u , p )∈8 × (0, ∞)×R
N ;

(B 3) 　存在函数 f 3 , f
3 : [ 0, 1) × (0, ∞) ×[0, ∞) → (0, ∞) , 且 f 3 , f

3 ∈C
Η
loc ( [0, 1) × (0,

∞) ×[0, ∞) ) , 且 f 3 ( t, u , v ) , f
3 ( t, u , v ) 关于 u> 0, 关于 v≥0连续可微; 且对每一固定的 t∈

[0, 1) , f 3 ( t, u , v ) , f
3 ( t, u , v )关于 u> 0严格减, 关于 v≥0也是严格减的;

(B 4)　f 3 满足条件 (A 2) , f
3 满足条件 (A 3) ; 且 f 3 , f

3 和 f 满足下面的不等式

　　f 3 (ûx û , u , ûp û )≤f (x , u , p )≤f
3 (ûx û , u , ûp û ) , (x , u , p )∈B × (0, ∞)×R

N. (22)

定理　设条件 (B 1) - (B 4)成立, 则奇异边值问题 (1)— (2)有正解 u∈C
2 (B )∩C (Bϖ).

证明　考察下列边值问题

∃u + f 3 (ûx û , u , 0) = 0, 　x ∈B , (23)

u = 0, 　x ∈ 5B , (24)

∃u + f 3 (ûx û , u , ûý uû ) = 0, 　x ∈B , (25)

u = 0, 　x ∈ 5B . (26)

由[4 ]中的定理1知问题 (23)— (24) 有径向正解 uθ (ûx û ) , 且 uθ∈C
2 (B ) ∩C (Bϖ) ; 由引理2知问题
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(25)— (26)有径向正解 u- (ûx û ) , 且 u- ∈C
2 (B ) ∩C (Bϖ). 注意到条件 (B 3) 中的 f 3 , f

3 ∈C
Η
loc依

解的正则性定理[ 5 ]知 uθ, u- ∈C
2+ Η
loc (B )∩C (Bϖ). 可以证明 u- (ûx û )≤uθ (ûx û ) , x ∈B

令B n= {x ∈R
N

: ûx û< 1-
1
n

}, n= 2, 3, ⋯. 任取一函数 h∈C
2+ Η
loc (B )∩C (Bϖ)且满足

u
-

(ûx û ) ≤ h (x ) ≤ uθ (ûx û ) , 　x ∈B . (27)

由 (22)以及 f
3 ( t, u , v )关于 v 严格减, 故有

　f (x , u , p )≤f
3 (ûx û , u , ûp û )≤f

3 (ûx û , u , 0) , (x , u , p )∈B × (0, ∞)×R
N

, (28)

由 (27) , (28)以及 uθ 满足 (23) , 于是对每一 n≥2, uθ 满足

∃uθ + f (x , uθ, ý uθ) ≤ 0, 　x ∈B n ,

uθ ≥ h (x ) , 　x ∈ 5B n ,

即 uθ 为边值问题

∃u + f (x , u , ý u ) = 0, 　x ∈B n , (29)

u = h (x ) , 　x ∈ 5B n (30)

的上解. 类似地由 (22) , (27)以及 u- 满足 (25) , 故对每一 n≥2, u- 满足

∃u
-

+ f (x , u
-

, ý u
-

) ≥ 0, 　x ∈B n ,

u
-
≤ h (x ) , 　x ∈ 5B n ,

即 u- 是边值问题 (29)— (30)的下解.

由假设 (B 1) , (B 2) 以及上面所得的上解 uθ, 下解 u- , 依据[ 6 ]中的引理3. 1知对每一 n≥2边

值问题 (29)— (30)存在正解 un∈C
2+ Η(Bϖn) , 且满足

u
-

(ûx û ) ≤ u n (x ) ≤ uθ (ûx û ) , 　x ∈Bϖn. (31)

再依[6 ]中的引理3. 3知对固定的整数 n (n≥2)存在常数C (n)使得

úu j úC2+ Η(Bϖn
) ≤C (n) , 　j ≥ n + 1, (32)

其中常数C (n)不依赖于 j. 由[7 ]中的定理1. 31知嵌入 C
2+ Η(Bϖn) →C

2 (Bϖn) 是紧的, 按通常取对

角线的方法知序列{un}存在子序列{un (k) }在球B 的每一紧子集上依C
2的拓扑收敛于某一正的

函数 u∞∈C
2 (B ) , 容易看到 u∞满足方程 (1) , 还注意到在球B 的边界 5B 上 u- = uθ= 0, 故由 (31)

推出在 5B 上 u∞= 0. 于是函数 u∞就是奇异边值问题 (1)— (2)在 C
2 (B )∩C (Bϖ)类中的正解.

4　例　子

例　考察下面的奇异非线性椭圆边值问题

∃u+
Υ(x )

(1- ûx û 2) Κ[
1

1+ uûý uû 2 +
1
u

Α ]= 0, 　x ∈B , (33)

u= 0, 　x ∈5B , (34)

其中常数 Α> 0, 0< Κ< 1; 函数 Υ∈C
Η(Bϖ) (Η∈ (0, 1) ) , 且满足0< a≤Υ(x )≤b, x ∈Bϖ, 这里 a , b 是

常数; B = {x ∈R
N

: ûx û< 1}同前, 这里假设N ≥3.

下面检验方程 (33)中的函数
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f (x , u , p ) =
Υ(x )

(1- ûx û 2) Κ[
1

1+ uûp û 2 +
1
u Α ], (x , u , p )∈B × (0, ∞)×R

N

满足定理中的各个条件, 显见 f : B × (0, ∞)×R
N → (0, ∞)满足 (B 1) , (B 2).

(B 3)　记 Υ3 ( t) = m in
ûx û= t

Υ(x ) , Υ
3

( t) = m ax
ûx û= t

Υ( t) , t∈[0, 1) , 取

f 3 ( t, u , v ) =
Υ3 ( t)

(1- t2) Κ[
1

1+ uv 2 +
1
uΑ ],

f
3 ( t, u , v ) =

Υ3
( t)

(1- t2) Κ[
1

1+ uv 2 +
1
uΑ ],

则 f 3 , f
3 : [ 0, 1)× (0, ∞)×[ 0, ∞) → (0, ∞). 由于 Υ∈C

Η(Bϖ) , 易见 Υ3 , Υ
3
∈C

Η
[ 0, 1 ], 还容易

看到 f 3 , f
3 关于 u∈ (0, ∞) , 关于 v∈[ 0, ∞) 连续可微, 故 f 3 , f

3 ∈C
Η
loc ( [ 0, 1) × (0, ∞) ×[ 0,

∞) ) ; 显见对每一固定的 t∈[0, 1) , f 3 , f
3 关于 u∈ (0, ∞)关于 v∈[0, ∞)都是严格减;

(B 4) 　对Π t1, t2∈[0, 1) , 其中 t1< t2, 由假设0< a≤Υ(x ) ≤b, x ∈B , 故对Π c> 0, Π d≥0,

有

∫
t2

t1∫
s

0
( r

s
) N - 1

f 3 (r, c, d ) d rds ≥∫
t2

t1∫
s

0
( r

s
) N - 1 a

(1 - r2) Κ[
1

1 + cd 2 +
1
cΑ ]d rds

　 >
a
cΑ∫

t2

t1∫
s

0
( r

s
) N - 1 1

(1 - r2) Κd rds = k
1
cΑ.

其中常数 k = a∫
t2

t1∫
s

0
( r

s
) N - 1 1

(1 - r2) Κd rds > 0 > c, 当 0 < c < k
1

Α+ 1 时, 且上式关于 d≥0一致

地成立. 故 f 3 满足条件 (A 2) ; 又因

∫
1

0∫
s

0
( r

s
) N - 1

f 3 (r, c, d ) d rds ≤∫
1

0∫
s

0
f 3 (r, c, d ) d rds

　 = ∫
1

0
f 3 (r, c, d ) d r∫

1

r
ds = ∫

1

0
(1 - r) f 3 (r, c, d ) d r

　≤∫
1

0
(1 - r) b

(1 - r2) Κ[
1

1 + cd 2 +
1
cΑ ]d r

　 < b[
1

1 + cd 2 +
1
cΑ ]∫

1

0
(1 - r) 1- Κd r

　 =
b

2 - Κ[
1

1 + cd 2 +
1
cΑ ] < ∞, 对 Π c > 0, Π d ≥ 0 成立,

故 f
3 满足条件 (A 3).

依 f 3 , f
3 的定义, 显见不等式

　　f 3 (ûx û , u , ûp û )≤f (x , u , p )≤f
3 (ûx û , u , ûp û ) , (x , u , p )∈B × (0, ∞)×R

N

成立.

以上检验了方程 (33) 中的函数 f (x , u , p ) 满足定理的所有条件, 故依定理的结论知奇异

边值问题 (33)— (34)存在正解 u∈C
2 (B )∩ (Bϖ).
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The Singular Boundary Value Problem s for a Class of
Non l inear Ell iptic Equation s

Y e Chang qing
(D ep t. of M ath. , Zhangzhou T eachers′Co llege, 363000)

Abstract

T h is paper stud ies the ex istence of po sit ive so lu t ion s to a class of singu lar non linear el2
lip t ic boundary value p rob lem in a ball, and ex tends the part ia l resu lts ob ta ined by H. U sam i

in 1989.

Keywords　ellip t ic boundary value p rob lem , po sit ive so lu t ion, ba ll, loca l Hoβlder con t inu2
ou s, st rict ly decreasing, st rict ly increasing.
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