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双曲型时滞偏差分方程解的振动性
Ξ

刘　树　堂
(滨州师范专科学校数学系, 山东256604)

摘　要: 本文主要讨论了双曲型时滞偏差分方程

A m + 1, n + (a - 1)A m , n+ 1 - (p + a)A m n + ∑
u

i= 1
q iA m - k i, n- li

= 0

的所有解振动的充分必要条件和振动性的判别准则, 其中 a- 1≠0, p + a> 0, qi 是实数, k i, l i

是非负整数, u 是一个正整数, i= 1, 2, ⋯, u.
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1　引　言

自从L. H. E rbe 和B. G. Zhang 在美国O h io 国际微分方程会议上提出时滞差分方程的研

究以来[ 1 ] , 已有不少的成果, 一些基本的结果已收集在 I. Gyo ri 和 G. L adas 的书中[ 2 ] , 而对于

偏差分方程的研究才刚刚开始[ 3- 9 ] , 偏差分方程不仅在偏微分方程数值解中有着重要的应用,

它本身也是一些实际问题的数学模型, 例如李向平[ 10 ]提出用偏差分方程研究分子轨道的能级

和载波, 因此对于偏差分方程的研究不仅有理论意义, 而且有重要的实际应用背景.

本文利用 Z 变换理论, 研究如下双曲型时滞偏差分方程

A m + 1, n + (a - 1)A m , n+ 1 - (p + a)A m n + ∑
u

i= 1
q iA m - k i, n- l i

= 0 (1. 1)

所有解的振动性, 其中

q i 是实数, k i, l i 是非负整数, i = 1, 2, ⋯, u

a - 1 ≠ 0, p , a ∈ (0, ∞) , u 是正整数
(1. 2)

得到了方程 (1. 1) 的每一个解振动的充分必要条件和解振动的判别准则, 而与方程 (1. 1) 对应

的连续型时滞偏微分方程为 52
A

5x
2 -

52
A

5y
2 + a

5A
5y

- pA (x , y ) + ∑
u

i= 1
q iA (x - Ρi, y - Σi) = 0, 其

中 Ρi, Σi∈[0, ∞) , i= 1, 2, ⋯, u , 而A = A (x , y ) 是未知函数. 因此对于方程 (1. 1) 的研究可以为

连续型情况提供有用的资料和信息. 令
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N t= { t, t+ 1, t+ 2, ⋯, û t 是整数},

k = m ax{k iû1≤i≤u}, l= m ax{ l iû1≤i≤u},

8 = N - k×N - löN - 1×N - 1.

则在区域 8 上给定初始值{Υij }, 容易构造 (1. 1)的唯一解{A ij }, 事实上对于方程 (1. 1) , 有

A m + 1, n = (p + a)A m n + (a - 1)A m , n+ 1 - ∑
u

i= 1
q iA m - k i, n- l i

从而可以唯一确定A 10,A 11,A 12,A 21,A 22, ⋯.

对于双指标序列{A m n}, 若{A m n}满足方程 (1. 1) , 则称{A m n}是 (1. 1) 的解, 若对于充分大的

m , n 有A m n> 0, 称{A m n}是 (1. 1) 的最终正解, 若{A m n }即不是最终为正, 又不是最终为负, 称

(1. 1)的每一个解是振动的.

为了得到方程 (1. 1)的每一个解振动的充分必要条件, 首先考虑下列引理.

2　有关的引理

设{f (m , n) }是双指标序列, (m , n)∈N
2
0, 则称

∑
∞

m = 0
∑
∞

n= 0
f (m , n) z

- m
1 z

- n
2 ûz iû > ri, i = 1, 2 (2. 1)

为{f (m , n) }的 Z 变换, 记为 Z (f (m , n) ) = F (z 1, z 2) = ∑
∞

m , n= 0
f (m , n) z

- m
1 z

- n
2 , ûz iû > r i, i = 1, 2,

其中 r i 是复级数 (2. 1)的收敛半径.

引理2. 1 [ 11 ]　如果存在正常数M 0,M , N 使得û f (m , n ) û≤M 0 r
m
1 , r

n
2, m ≥M , n≥N , 则{f

(m , n) }的 Z 变换存在

当 s< 0, t< 0时, 约定∑
∞

s= p
∑
∞

t= q

f (s, t) z
- s
1 z

- t
2 中的 f (s, t) = 0, 由直接的计算可得

引理2. 2　下列公式成立

( i)　Z (f (m - k , n- 1) ) = z
- k
1 z

- l
2 F (z 1, z 2) ;

( ii)　∑
∞

i= 0
F (k + i, z 2) z

- i
1 = z

k
1 (F (z 1, z 2) - ∑

k- 1

m = 0
F (m , z 2) z

- m
1 ) , 其中F (k + i, z 2) = ∑

∞

n= 0
f (k

+ i, n) z
- n
2 ;

( iii)　∑
∞

i= 0
∑
l- 1

n= 0
f (k + i, n) z

- i
1 z

- n
2 = z

k
1 (∑

∞

m = 0
∑
l- 1

n= 0
f (m , n) z

- m
1 z

- n
2 - ∑

k- 1

m = 0
∑
l- 1

n= 0
f (m , n) z

- m
1 z

- n
2 ) ;

( iv)　∑
∞

m = 0
∑
l- 1

n= 0
f (m , n) z

- m
1 z

- n
2 = ∑

l- 1

i= 0
F (z , i) z

- i
2 , 其中 F (z , n) = ∑

∞

m = 0
f (m , n) z

- n
1 .

(v)　 Z (f (m + k , n + l) )

　= z
k
1z

l
2 (F (z 1, z 2) - ∑

k - 1

m = 0
F (m , z 2) z

- m
1 - ∑

l- 1

n= 0
F (z 1, n) z

- n
2 + ∑

k- 1

m = 0
∑
l- 1

n= 0
f (m , n) z

- m
1 z

- m
2 .

3　方程 (1. 1)的解振动的充分必要条件
—872—

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



容易看到

Z (A m n) = ∑
∞

m , n= 0

A m nz
- m
1 z

- n
2 = F (z 1, z 2) , (3. 1)

又从引理 (2. 2)还得到

Z (A m - k i, n- l i
) = z

- k i
1 z

- l i
2 F (z 1, z 2) , (3. 2)

Z (A m , n+ 1) = z 2 (F (z 1, z 2) - F (z 1, 0) ) , (3. 3)

Z (A m + 1, n) = z 1 (F (z 1, z 2) - F (0, z 2) ). (3. 4)

　　考虑方程 (1. 1)的特征方程

Κ+ (a - 1) Λ - (p + a) + ∑
u

i= 1
q iΚ

- k iΛ- l i = 0. (3. 5)

有下列结论

定理3. 1　设 (1. 2) 成立, 则方程 (1. 1) 的每一个解振动的充分必要条件是它的特征方程

(3. 5)没有正的根.

证明　必要性 若方程 (1. 1) 的每一个解是振动的, 此时它的特征方程 (3. 5) 不会有正的

根, 否则若 Κ0, Λ0是 (3. 5)的正根, 则A m n= Κm
0 Λn

0是方程 (1. 1)的非振动解, 这矛盾.

充分性　设特征方程 (3. 5) 没有正的根, 并设{A m n}是方程 (1. 1) 的满足初始值{Υm n }的正

解序列, 其中ûΥm nû< c, 则利用数学归纳法易求得存在 d > 0, c> 0使得ûA m n û < d c
m + n , (m , n ) ∈

N
2
0, 因此从引理2. 1, 对于ûz iû> c, i= 1, 2序列{A m n}的 Z 变换存在, 即

Z (A m n) = F (z 1, z 2) = ∑
∞

m , n= 0
A m nz

- m
1 z

- n
2 (3. 7)

存在, 以下利用引理2. 2, 对于方程 (1. 1)的两边进行 Z 变换, 得到

　　　 (z 1+ (a- 1) z 2- (p + a) + ∑
u

i= 1
q iz

- k i
1 z

- l i
2 ) F (z 1, z 2) = z 1F (0, z 2) + z 2F (z 1, 0). (3. 8)

令 Υ(z , z 2) = z 1 + (a - 1) z 2 - (p + a) + ∑
u

i= 1
q iz

- k i
1 z

- l i
2 , Υ(z 1, z 2) = z 1F (0, z 2) + z 2F (z 1, 0) ,

则 (3. 8)可以改写为

Υ(z 1, z 2) F (z 1, z 2) = Υ(z 1, z 2). (3. 9)

亦即

Υ( 1
z 1

,
1
z 2

) F ( 1
z 1

,
1
z 2

) = Ω( 1
z 1

,
1
z 2

). (3. 10)

令w (z 1, z 2) = F ( 1
z 1

,
1
z 2

) = ∑
∞

m , n= 0
A m nz

m
1 z

n
2, 由假设条件知w (z 1, z 2) 的系数A m n > 0, 而且有正项

系数的幂级数具有正的收敛半径 r i, i = 1, 2, 故w (z 1, z 2) 在双圆柱区域 ûz iû < r i 上收敛, 即 (3.

10) 在双圆柱型区域 ûz iû < r i 上收敛, 这等价于 (3. 9) 在区域 ûz iû >
1
r i
上成立, 又注意对于正

项系数的幂级数w (z 1, z 2) 在收敛半径上至少有一个奇点, 从条件对于 (z 1, z 2) ∈ (0, ∞) × (0,

∞) 有 Υ(z 1, z 2) ≠ 0, 从而对于 r i, i = 1, 2 也有 Υ( 1
r1

,
1
r2

) ≠ 0 , 则 (3. 10)化为

w (z 1, z 2) = (Ω( 1
z 1

,
1
z 2

) ) ö(Υ( 1
z 1

,
1
z 2

) ) , (3. 11)
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而w (z 1, z 2)在区域ûz i- r iû< Θi, i= 1, 2上是解析的, 这与w (z 1, z 2)在 z i= r i 上有本性奇点相

矛盾, 因此必须有 ri= ∞, i= 1, 2, 从而 (3. 9) 在û z iû > 0上成立, 而这又导致对于充分大的m , n

有A m n= 0, 否则 (3. 9)的左边不等于右边, 这矛盾.

从定理3. 1得到下面的结论

定理3. 2　设
( i)　0< a< 1, q i∈ (0, ∞) , l i 是一个偶数, i= 1, 2, ⋯, u; (3. 12)

( ii)　∑
u

i= 1
q i

( (a- 1) (k i+ 1) - l i)
k i+ l i+ 1

(a- 1)
k i+ 1

(p + a)
k i+ 1

k
k i
i

> 1, (3. 13)

则方程 (1. 1)的每一个解是振动的.

证明　在 (3. 12) , (3. 13)下, 证 (3. 5)没有正的根, 显然对于 Κ+ (a - 1) Λ> p + a 时, (3. 5)

没有正的根, 对于0< Κ+ (a- 1) Λ< p + a 时, 设 (3. 5)的左端为 Υ(Κ, Λ) , 则有

Υ(Κ, Λ) = ( (p + a) - Κ- (a- 1) Λ) (- 1+ ∑
u

i= 1
q i

Κ- k iΛ- li

(p + a) - Κ- (a- 1) Λ)

令 f i (Κ, Λ) =
Κ- k iΛ- li

(p + a) - Κ- (a- 1) Λ, 求
5f i

5Κ= 0,
5f i

5Λ= 0, 得到

Κ0=
(a- 1) k i (p + a)

(a- 1) (k i+ 1) - l i
, 　Λ0=

l i (p + a)
(a- 1) (k i+ 1) - l i

( (
52

f i

5Κ5Λ) 2
-

52
f i

5Κ2õ52
f i

5Λ2 ) û (Κ0, Λ0) = Ξ2 (-
k i+ l i+ 1

k i+ l i
(a- 1) 2

-
k i+ 1

k i
a (1- a) ) ,

其中 Ξ2
= (

(a- 1) (k i+ 1) - l i

(a- 1) (p + a)
) 3Κ

- k i
0 Λ

- l i
0 . 并且从 (3. 12) , (3. 13) 利用二元函数的极值判别法易

求得 m in
0< Κ+ (a- 1) Λ< p + a

f i (Κ, Λ) = f i (Κ0, Λ0) =
( (a- 1) (k i+ 1) - l i)

k i+ li+ 1

(a- 1)
k i+ 1

(p + a)
k i+ 1

k
k i
i

, 因此对于0< Κ+ (a- 1) Λ<

p + a , 有

Υ(Κ, Λ)≥ ( (p + a) - Κ- (a- 1) Λ) (- 1+ ∑
u

i= 1
q i

( (a- 1) (k i+ 1) - l i)
k i+ li+ 1

(a- 1) (p + a)
k i+ 1

k
k i
i

) > 0,

从而 (3. 5)没有正的特征根, 从定理3. 1, 则方程 (1. 1)的每一个解是振动的.

同样当 a= 0时, 也可以得到相应的结果, 在此不再赘述.

对于定理3. 2利用几何平均值和算术平均值不等式, 还可以得到下列推论:

推论　设 ( i) 0< a< 1, q i∈ (0, ∞) , l0是一个偶数, i= 1, 2, ⋯, u.

( ii)　u ( ∏
u

i= 1
q i)

1
u ( (a- 1) (k 0+ 1) - l0)

k0+ l0+ 1

(a- 1)
k0+ 1

(p + a)
k0+ 1

k
k0
0

> 1,

则方程 (1. 1)的每一个解是振动的. 其中 k 0=
1
u ∑

u

i= 1
k i, l0=

1
u ∑

u

i= 1
l i.

作为应用最后看一个例子, 考虑方程

A m + 1, n -
1
2

A m , n+ 1 - A m n +
5
2

A m - 2, n = 0 (3. 14)

由于 a=
1
2

, p =
1
2

, k 1= 2, l1= 0, q1=
5
2

, 易见定理3. 2的全部条件满足, 从而方程 (3. 14) 的每

一个解都是振动的, 事实上{A m n}= { (- 1) m
}即是这样的一个解.
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O sc illa tion of Hyperbol ic Type D elay Partia l
D ifference Equation

L iu S hu tang
(D ep t. of M ath. , B inzhou N o rm al Co llege, Shangdong 256604)

Abstract

T h is paper is concerned w ith the hyperbo lic type delay part ia l d ifference equat ion s

A m + 1, n + (a - 1)A m , n+ 1 - (p + a)A m n + ∑
u

i= 1
q iA m - k i, n- l i

= 0, (E)

w here a - 1 ≠ 0, p + a > 0, q i are rea l num bers, k i and l i are nonnegat ive in tegers, i = 1,

2, ⋯, u , u is a po sit ive in teger. N ecessary and sufficien t condit ion s and criteria fo r a ll so lu2
t ion s of (E) to be o scilla to ry are ob ta ined.

Keywords　delay part ia l, d ifference equat ion, o scilla t ion, characterist ic equat ion.
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