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关于一类一阶非线性常微分方程解空间的显易结构
Ξ

张　玉　明
(辽宁商业高等专科学校企管系, 锦州121013)

摘　要: 文章以定理111为基础, 引入标准可积方程的概念, 进而根据已知方程w ′

= ∑
n

i= 0
a i (z )w i (z ) 的 n+ 1个系数, 给出了该方程解空间具有显易结构的判别准则. 一方面, 根

据该准则, 可以对该类非线性常微分方程解空间结构作出显易结构的判定, 从而可以对其解空

间进行定性解析分析; 另一方面, 该准则可以作为判定该类非线性常微分方程在复域上能否变

量分离之准则.
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1　引言及主要定理

对于非线性常微分方程

w ′= ∑
n

i= 0
a i (z )w i (z ) , (111)

其中 a i (z )∈C (D ) ; Π Z∈D , an (z )≠0, D 是复平面上某一连通开集. 当 n≥2时, 一般不能用初

等方法求解. 然而, 类似于线性常微分方程, 它们的解空间也是由若干不同的特解非线性地生

成.

文[1, 3 ]给出了方程 (111)解空间具有显易结构的条件.

定理111
[ 1 ]　方程 (111) 解空间具有显易结构的充要条件是存在D ′(< D ) 上的解析函数

f (z ) 与 g (z ) , f (z ) ≠ 0, Π z ∈D ′, 使得经线性变换w = f (z ) Η+ g (z ) , 方程 (111)可以化为

Η′= Α(z )∏
n

i= 1
[Η(z ) - Αi ] = Α(z ) (Ηn + c1Ηn- 1 + ⋯ + cn) , (112)

其中 Αi ( i= 1, 2, ⋯, n)为 n 个复数.

定理112 [ 3 ]　方程 (111)解空间具有第一类显易结构的充要条件是存在 n 个非零的常数 Κi

及 n 个互不相同的特解w i (z ) , 它们满足以下 n- 1个等式:

∑
n

i= 1
Κiw

j
i (z ) = 0　 ( j = 0, 1, 2, ⋯, n - 2). (113)
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　　在定理111中, 如何实现这个变换, 以及能否直接根据已知方程 (111) 的 n+ 1个系数, 对

方程 (111)解空间显易结构的存在性作出判别, 是未知的. 然而我们通过对方程 (111) 与方程

(112)系数的研究得到了下述主要结果.

已给方程 (111) , 定义函数:

　　g (z ) = -
an- 1 (z )
nan (z ) ,

　　F i (z ) = ∑
i

j= 0
c

i- j
n- j an- j (z ) g

i- j (z ) - ∆i
n- 1

f ′(z )
f (z ) - ∆i

ng′(z )　 ( i= 1, 2, ⋯, n) , (114)

其中: ∆i
n- 1, ∆i

n 为 K ronecker 记号, 函数 f (z )待定.

研究函数列 F 1 (z ) , F 2 (z ) , ⋯, F n- 2 (z ) , F n (z ).

( i)　如果此函数列在D ′上不全为零函数, 则可设 F k (z ) 为此函数列中下标号最小的非零

函数 (显然 k≥2) , 定义

　　　　　　　f (z ) =
F k (z )
an (z )

1
k

, (115)

　　　　　　　Β3 (z ) = an (z ) f
n- 1 (z ) , (116)

　　　　　　　s
3
j =

0, 　　　　　　　j = 1, 2, ⋯, k - 1,

F j (z )
an (z ) f j (z ) , 　　　j = k , k + 1, ⋯, n;

(1. 7)

( ii)　如果此函数列在D ′上均为零函数, 取 g (z ) = -
an- 1 (z )
nan (z ) , f (z ) 为D ′上任何无零点的

解析函数, 则方程 (111)在线性变换w = f (z ) Ρ+ g (z )下, 化为Bernou lli 方程:

Ρ′= an (z ) f
n- 1 (z ) Ρn+ F n- 1 (z ) Ρ. (1. 8)

由此得到下面的主要定理:

定理113　当 n≥3时, 方程 (111) 解空间具有显易结构的充要条件是: 或者 s
3
j (z ) ( j = k , k

+ 1, ⋯, n)均为常数 (情况 i) ; 或者 F 1 (z ) , F 2 (z ) , ⋯, F n- 2 (z ) , F n (z ) 在D ’ 上均为零函数 (情况

ii)

为了证明这个定理, 需要如下引理.

2　基本引理

设方程

Ρ′= Β(z ) (Ρn+ s1Ρn- 1+ s2Ρn- 2+ ⋯+ sn- 1Ρ+ sn) , (2. 1)

其中 s1, s2, ⋯, sn 均为常数.

定义　如果方程 (211)具有如下性质: 或者 s1= s2= ⋯= sk- 1= 0, sk = 1 (k≥2, 且 k≠n- 1) ;

或者 si= 0 ( i= 1, 2, ⋯, n- 2, n) , 则称方程 (211)为标准可积方程.

为了证明定理113, 引入如下引理:

引理211　任意一形如 (112)的方程都可以经过线性变换化为标准可积方程.

引理212　方程 (111) 的解空间具有显易结构的充要条件是: 存在D ′(< D ) 上的解析函数

f (z )与 g (z ) , f (z )≠0, Π z∈D ′, 使得经线性变换w = f (z ) Η+ g (z ) , 方程 (111) 化为标准可积
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方程.

引理213　在情况 ( i)下, 如果方程 (111) 解空间具有显易结构, 则存在唯一一个线性变换,

把方程 (111)化为标准可积方程.

3　引理及定理的证明

引理211的证明　定义 b= -
c1

n
, 则或者 si= c

i
nb

i+ c1c
i- 1
n- 1b

i- 1+ ⋯+ ci≠0 ( i= 1, 2, ⋯, n - 2,

n) (情况1) ; 或者 si= c
i
nb

i+ c1c
i- 1
n- 1b

i- 1+ ⋯+ ci= 0 ( i= 1, 2, ⋯, n- 2, n) (情况2).

设线性变换 Ρ= aΗ+ b (a≠0, b 为常数) , 情况1时只要取

a=
i

ci
nbi+ c1ci- 1

n- 1b
i- 1+ ⋯+ ci , 　b= -

c1

n
.

那么在该线性变换下, 方程 (1. 2) 化为标准可积方程; 在情况2下, a 可以取任意非零常数,

b= -
c1

n
, 那么在该线性变换下, 方程 (211)化为标准可积方程. 证毕.

引理212的证明　由定理111及引理211便可以得到引理212的结论.

引理213的证明　存在性由引理212可知, 唯一性的证明见[5 ].

最后证明定理113. 先证明必要性: 设线性变换

w = f (z ) Ρ+ g (z ). (3. 1)

把变换 (311)代入到方程 (111)中得:

Ρ′= Β3 (z ) [Ρn+ s
3
1 (z ) Ρn- 1+ s

3
2 (z ) Ρn- 2+ ⋯+ s

3
n- 1 (z ) Ρ+ s

3
n (z ) ], (312)

其中

Β3 (z ) = an (z ) f
n- 1 (z ) , (3. 3)

s
3
j =

F j (z )
an (z ) f j (z ) 　

( j = 1, 2, ⋯, n). (3. 4)

由引理212得: 或者情况 ( i) , 则有

f (z ) =
F k (z )
an (z )

1
k

, 　g (z ) = -
an- 1 (z )
nan (z ) ,

且 F 1 (z ) = F 2 (z ) = ⋯= F k- 1 (z ) = 0, 而

s
3
j (z ) =

0, 　　　　 　j = 1, 2, ⋯, k - 1;

F j (z )
an (z ) f j (z ) , 　　j = k , k + 1, ⋯, n ,

在已知条件下, s
3
j (z )必全为常数.

若不然, 由引理213知, 不存在其它的变换把方程 (111)化为标准可积方程, 即方程 (111)的

解空间不具有显易结构, 这与已知条件相矛盾, 因此 s
3
j (z )必全为常数.

或者情况 ( ii) , 则 g (z ) = -
an- 1 (z )
nan (z ) , f (z ) 为D ′上任何无零点的解析函数, 且 F 1 (z ) =

F 2 (z ) = ⋯ = F n- 2 (z ) = F n (z ) = 0. 必要性证毕.

下面证明充分性:
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情况 ( i) , 线性变换w =
F k (z )
an (z )

1
k

Ρ-
an- 1 (z )
nan (z ) , 把方程 (111)化为

Ρ′= Β3 (z ) (Ρn+ s
3
k Ρk + s

3
k+ 1Ρk+ 1+ ⋯+ s

3
n- 1Ρ+ s

3
n ) , (3. 5)

其中 s
3
j (z ) =

F j (z )
an (z ) f j (z )

( j = k , k+ 1, ⋯, n)均为常数. 由代数方程的基本定理, 方程 (315) 可以

化为如下形式:

Ρ′= Β3 (z )∏
n

j= 1
[Ρ(z ) - Ρj ], (3. 6)

其中 Ρ1, Ρ2, ⋯, Ρn 为代数方程

Ρn+ s
3
k Ρk + s

3
k+ 1Ρk+ 1+ ⋯+ s

3
n- 1Ρ+ s

3
n = 0 (3. 7)

的 n 个复根.

当诸 Ρi 均不相同时, 方程 (111)有第一类显易结构的通解:

G (z )∏
n

i= 1
[Ρ(z ) - Ρi ]Κi ≡Con st, (3. 8)

其中G (z ) = exp {- ∫
z

Β3 (z ) dz }, Κi ( i= 1, 2, ⋯, n)均为常数.

当诸 Ρi 有相同者时, 方程 (111)有第二类显易结构的通解:

G (z ) exp {R (z ) ∏
s

i= 1
[Ρ(z ) - Ρi}Κi≡Con st [ 3 ] , (3. 9)

其中G (z ) = exp {- ∫
z

Β3 (z ) dz }, R (z )为有理函数, Κi ( i= 1, 2, ⋯, s)均为常数.

情况 ( ii)　g (z ) = -
an- 1 (z )
nan (z ) , f (z ) 为D ′上任意无零点的解析函数, 则在该线性变换下, 方

程 (111)化为Bernou lli 方程:

Ρ′= an (z ) f
n- 1 (z ) Ρn+ F n- 1 (z ) Ρ, (3110)

而Bernou lli 方程有第一类显易结构的通解:

G (z ) Ρ1- n [Ρn- 1 (z ) - Ρn- 1
1 (z ) ]≡Con st [ 2 ] , (3. 12)

其中权为{1- n , 1, ⋯, 1}而

Ρ1 (z ) = exp [∫
z

F n- 1 (z ) dz ]{ (n- 1)∫
z

an (z ) f
n- 1 (z )õexp [ (n- 1)∫

z

F n- 1 (z ) dz ]dz }
1

n- 1

G (z ) = (n- 1)∫
z

an (z ) f
n- 1 (z ) exp [ (n- 1)∫

z

F n- 1dz ]dz (3. 14)

综上所述, 证明了无论是情况 i, 还是情况 ii, 方程 (111)解空间都具有显易结构. □

感谢导师管克英教授给予的热情指导和帮助.

参　考　文　献

[ 1 ]　Guan Keying. O n strucu re of solu tion sp aces of som e non linear ord inary d if f eren tia l equa tions [C ].

P roc, of 32rd Sem inar O n D ifferen tia l Equations, (1990). Poznan.

[2 ]　秦元勋. 常微分方程定义的积分曲面 [M ]. 西安: 西北大学出版社, 1985.

[ 3 ]　李美生. 非线性常微分方程 y′= ∑
n

i= 0

a i (z ) y i (z ) 解空间的显易结构 [J ]. 北京航空航天大学学报,

—582—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



1989, 4: 81- 87.

[ 4 ]　Guan Keying. O n rep resen ting the g enera l solu tion w ith the sp ecia l solu tions f or the d if f eren tia l equ tions

y′= ∑
n

i= 0
a i (z ) y i (z ) [J ]. Jou ral of M athem atical R eserch and Expo sit ion, 1983, 3 (1) : 115- 116.

[5 ]　张玉明, 管克英. 非线性常微分方程w ′= ∑
n

i= 0

a i (z )w i (z ) 的显化问题 [C ]. 常微分方程复定性理论学术

会议论文集, 19911

On Expl ic it Structure of Solution Space of a Class of
the F irst Order Non l inear Ord inary D ifferen tia l Equation

Z hang Y um ing
(L iaoning Comm ercial Co llege)

Abstract

In th is paper, the concep t of the canon ica l in tegrab le equat ion is in troduced. A criterion

is g iven invo lving the n+ 1 coefficien t of a g iven equat ion w ′= ∑
n

i= 0

a i (z )w i (z ) tha t the so lu2

t ion space of the equat ion has an exp licit st ructu re. A cco rd ing to th is criterion, it can be

judged tha t the so lu t ion space of th is class of non linear d ifferen t ia l equ ia t ion has an exp licit

o r im p licit st rct ru re, therefo re, an ana lyt ic qua lita t ive ana lyese can be m ade on it. M o re2
over, th is criterion can be u sed to determ ine w hether the class of non linear d ifferen t ia l equa2
t ion can be in tegra ted by separa t ion of variab les in the com p lex dom ain o r no t.

Keywords　so lu t ion space, canon ica l in tegrab le equat ion, exp licit st ructu re.
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