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高阶中立型微分方程的周期解
Ξ
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摘　要: 本文采用 Fourier 级数理论, 获得了任意阶常系数中立型微分方程周期解存在

性和唯一性的充分必要条件.
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关于二阶中立型微分方程

[x ( t) + cx ( t- h ) ]″+ p x ( t- h ) = f ( t) (1)

周期解的存在性和唯一性, 文[1 ]和[2 ]的作者们最近已给出研究, 并且获得了一些好的结果.

本文将讨论更一般的方程

[x ( t) + cx ( t- h ) ]
(m )

+ p x ( t- h ) = f ( t) (2)

其中 p , c 是实数, h 为非负实数, f ( t)是连续可微的2Π周期函数,m 是自然数或奇或偶.

首先扩充了文[2 ]的主要结果, 同时也得到了更加深刻的判据. 有一些结论即使退化到方

程 (1)也是新的.

方程 (2)的一个解是 R 上直到m 阶连续导数且满足方程 (2)的函数.

设 f (x )的 Fou rier 展式为

f ( t) = k 0 + ∑
m

n= 1

(k nco sn t + d n sinn t)

其中 k 0, k n 和 d n 是 f ( t)的 Fou rier 系数.

定理1　设ûcû≠1, 则方程 (2) 存在2Π周期解的充分必要条件是: 对一切自然数 n , 代数方

程

p b0= k 0, p nbn+ qn ln= k n , - qnbn+ p n ln= d n (3)

关于 b0, bn 和 ln 有解. 其中

p n= n
m (co s

m Π
2

+ csin
m Π

2 sinnh+ cco s
m Π

2 co snh) + p co snh ,

qn= n
m (sin

m Π
2

+ csin
m Π

2 co snh- cco s
m Π

2 sinnh) - p sinnh.

证明　必要性. 设 x ( t)为 (2)的2Π周期解, 其 Fou rier 展式为
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x ( t) = b0 + ∑
∝

n= 1

(bnco sn t + ln sinn t).

则有

x ( t- h ) = b0+ ∑
∝

n= 1

[ (bnco snh - ln sinnh) co sn t+ (bn sinnh+ lnco snh) sinn t ] (4)

x
(m ) ( t) = ∑

∝

n= 1
n

m [ (bnco s
m Π

2
+ ln sin

m Π
2

) co sn t+ ( lnco s
m Π

2
- bn sin

m Π
2

) sinn t ] (5)

x
(m ) ( t- h ) = ∑

∝

n= 1
n

m {[ (bnco s
m Π

2
+ ln sin

m Π
2

) co snh - ( lnco s
m Π

2
+ bn sin

m Π
2

) sinnh ]co sn t+

　[ (bnco s
m Π

2
+ ln sin

m Π
2

) sinnh+ ( lnco s
m Π

2
- bn sin

m Π
2

) co snh ]sinn t}. (6)

将 (4) , (5)和 (6)代入 (2)式, 比较系数则知 (3)式成立.

充分性. 如果 (3)关于 b0, bn 和 ln 有解, 构造级数

b0 + ∑
∝

n= 1

(bnco sn t + ln sinn t) , (7)

∑
∝

n= 1

n
i [ (bnco s

iΠ
2

+ ln sin
iΠ
2

) co sn t + ( lnco s
iΠ
2

- bn sin
iΠ
2

) sinn t ], 1 ≤ i ≤m . (8)

注意到

　　　p
2
n+ q

2
n= n

2m (1+ c
2+ 2cco snh) + 2p n

m co s (m Π
2

+ nh ) + 2p ch
m co s

m Π
2

+ p
2. (9)

则有

p
2
n+ q

2
n≥n

2m (1- ûcû ) 2+ 2p n
m co s (m Π

2
+ nh ) + 2p ch

m co s
m Π

2
+ p

2.

因ûcû≠1, 所以有 Ε> 0和N 使得 n≥N 时有

p
2
n+ q

2
n≥Εn

2m.

另由 (3)可知

(p
2
n+ q

2
n) bn= p nk n- qnd n , (p

2
n+ q

2
n) ln= qnk n+ p nd n.

则有

　　　 Εn
m (ûbnû+ û lnû ) ≤ p

2
n+ q

2
n (ûbnû+ û lnû ) =

ûp nk n- qnd nû+ ûqnk n+ p nd nû

p
2
n+ q

2
n

≤2 (ûk nû+ ûd nû ) , n≥N .

而

ûk nû+ ûd nû=
1
n

(ûnk nû+ ûnd nû )≤ 1
2n2 + (ûnk nû 2

+ ûnd nû 2).

即有

Εn
m (ûbnû+ û lnû )≤ 1

n2 + 2 (ûnk nû 2+ ûnbnû 2) , n≥N .

由于 nk n , nbn 是 f ′( t)的 Fou rier 系数, 由Bessel 不等式, 有

∑
M

n= N

(ûnk nû 2
+ ûnd nû 2) ≤ 1

Π∫
Π

- Π
[ f ′( t) ]

2
d t, M ≥N .
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故∑
∝

n= N

(ûnk nû 2 + ûnd nû 2) 收敛. 又因∑
∝

n= N

1
n2 收敛, 从而可知∑

∝

n= 1

nm (ûbnû + û lnû ) 收敛. 即知 (7)

和 (8) 是绝对收敛和一致收敛的. 令

x ( t) = b0 + ∑
∝

n= 1

(bnco sn t + ln sinn t) ,

它显然是 (2) 的 2Π周期解. □

注 1　 当m = 2 时, 文[1 ] 和[2 ] 的作者并未证明∑
∝

n= 1
n2 (bnco sn t + ln sinn t) 的收敛性.

由定理1, 显知如下结论.

定理2　ûcû≠1, p≠0, 则方程 (2)有唯一2Π周期解的充要条件是

n
2m (1+ c

2+ 2cco snh) + 2p n
m co s (m Π

2
+ nh ) + 2p cn

m co s
m Π

2
+ p

2≠0

对所有自然数成立.

定理3　ûcû≠1, p ≠0, 则方程 (2) 有唯一2Π周期解的充要条件是: 对所有自然数 n , 当m

是奇数时

n
2m (1+ c

2+ 2cco snh) + 2p n
m (- 1)

m + 1
2 sinnh+ p

2≠0;

当m 是偶数时

n
2m (1+ c

2+ 2cco snh) + 2p n
m (- 1)

m + 1
2 (c+ co snh ) + p

2≠0.

注2　定理2和定理3给出了简洁的表达式. 因此, 利用定理2或定理3对具体问题, 会得到快

速判别. 比[1 ]和[2 ]中定理更为方便.

当 h= 2ΚΠ(Κ是非负整数)时,

p
2
n+ q

2
n=

n2m (1+ c) 2
+ p 2, m 是奇数.

n2m (1+ c) 2+ 2p nm (- 1)
m
2 (1+ c) + p 2, m 是偶数.

由定理1的证明, 可知如下结果.

定理4　c≠- 1, h= 2ΚΠ, 则方程 (2) 有唯一2Π周期解的充要条件: 当m 是奇数时是 p ≠0;

当m 是偶数时是 p ≠0且 n
2m (1+ c) 2

+ 2p n
m (- 1)

m
2 (1+ c) + p

2≠0.

注3　当 c= 1时, [ 1 ]和[2 ]的结果无法判别方程 (1).

例1　考虑方程

[x ( t) + x ( t- 2Π) ]″- 4x ( t- 2Π) = - 6sin t. (10)

显然它满足定理4, 所以方程 (10) 有唯一2Π周期解. 事实上, x ( t) = sin t 就是 (10) 的2Π周期解.

但是, (10)无法用[1 ]和[2 ]中的定理判别.

注4　我们的所有定理同时也满足奇数阶方程. 所以, 对[1 ]和[ 2 ]的结果作了相当的扩充

和改进.

例2　考虑方程

[x ( t) + x ( t- 2Π) ]′- x ( t- 2Π) = 2+ 2co st+ sin t. (11)

由定理4即知 (11)有唯一2Π周期解. 事实上, x ( t) = 2+ sin t 就是 (11)的2Π周期解.

注5　c= - 1时, 方程 (2)也可能存在2Π周期解.
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例3　考虑方程

[x ( t) - x ( t- Π) ]′+ 3x ( t- Π) = - 2sin t- 3co st (12)

和

[x ( t) - x ( t- Π) ]″+ 4x ( t- Π) = - 6sin t (13)

分别有2Π周期解 co st 和 sin t.

注6　当 f ( t)以 T 为周期时, 可类似讨论.

注7　利用本文方法, 可以研究更一般的方程

[x ( t) + cx ( t- Σ) ]
(m )

+ ∑
m - 1

i= 0
cix

( i) ( t- Σ) + qx ( t) = f ( t).

这里省略.

本文是作者在青岛海洋大学应用数学系访问期间完成, 受益于张炳根教授的精心指导, 特

表感谢.
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Abstract

In th is paper, som e necessary and sufficien t condit ion s are ob ta ined fo r ex istence and u2
n iqueness fo r period ic so lu t ion s of neu tra l d ifferen t ia l equa t ion s.
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