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分 配 P - 代 数 中 的 0- 理 想
Ξ
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(湖北教育学院数学系, 武汉430060)

摘　要: 本文对分配 P 2代数中的02理想进行了初步探讨. 给出了02理想的刻画并利用它

得到了一些结果.
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在这篇文章中提出了分配 P 2代数中02理想的概念, 并对其进行了初步的研究. 得到一个

理想是02理想的充要条件. 在此基础上得到某些满足一定条件的理想是02理想等一些结果.

1　基本概念

分配 P 2代数是指一个 (2, 2, 1, 0, 0) 型代数 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1). 其中 (L ; ∧, ∨, 0, 1) 是分

配格, 0, 1分别是L 的最小元与最大元. 一元运算3 指: Π a∈L , 存在 a
3 ∈L 使得Π x ∈L , a∧x

= 0Ζ x ≤a
3 . 在分配 P 2代数中一元运算3 是最基本的, 也是非常重要的运算. 关于一元运算

3 , 它具有以下运算法则 (Π x , y∈L ) :

(1) x ≤x
3 3 ; 　 (2) x

3 3 3 = x
3 ;

(3) (x ∨y ) 3 = x
3 ∧y

3 ; 　 (4) (x ∧y ) 3 3 = x
3 3 ∧y

3 3 .

　　证明见文[1 ].

这些运算法则在下面的证明中常常用到.

定义1　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1)是分配 P 2代数, Η是L 上的格同余关系, 若 Η保持一元运算

3 (即 x ≡y (Η) ] x
3 ≡y

3 (Η) ) , 称 Η是L 上的3 2同余关系, 记为 Η3 .

定义2　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1)是分配 P 2代数, J 是L 的理想, 如果存在L 的滤子 F 使得J

= kerΥ3 (F ) = {x ∈L ûx ≡0 (Υ3 (F ) ) }, 称 J 是02理想 (其中 Υ3 (F ) 表示以 F 为余核的最小3 2
同余关系, 即 F = cokΥ3 (F ) = {x ∈L ûx ≡1 (Υ3 (F ) ) }).

定义3　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1)是分配 P 2代数, I 是L 的真理想, F 是L 的滤子, 如果满足:

Π x , y∈L . x ∧y ∈I , y∈F ] x ∈I , 称理想 I 相对于滤子 F 是素的.
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2　主要结果

引理1[ 2 ]　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1)是分配 P 2代数, a , b∈L , a≤b, 则

Η3 (a , b) = ΗL (a , b)∨ΗL ( (a
3 ∧b) 3 , 1).

推论1　Π a∈D (L ) = {x ∈L ûx
3 = 0}, ΗL (a , 1)是3 2同余关系.

证明　因为 a∈D (L ) , 所以 a
3 = 0. 由引理1知

　　　　　Η3 (a , 1) = ΗL (a , 1)∨ΗL ( (a
3 ∧1) 3 , 1) = ΗL (a , 1)∨ΗL (03 , 1)

= ΗL (a , 1)∨ΗL (1, 1) = ΗL (a , 1).

故 ΗL (a , 1) = Η3 (a , 1)是3 2同余关系.

推论2　Π a∈L , ΗL (a
3 , 1)是3 2同余关系.

证明　由引理1,

　　　Η3 (a
3 , 1) = ΗL (a

3 , 1)∨ΗL ( ( (a
3 ) 3 ∧1) 3 , 1) = ΗL (a

3 , 1)∨ΗL (a
3 3 3 , 1)

= ΗL (a
3 , 1)∨ΗL (a

3 , 1) = ΗL (a
3 , 1).

故 ΗL (a
3 , 1) = Η3 (a

3 , 1)是3 2同余关系.

引理2　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1)是分配 P 2代数, F 是L 的滤子, Υ3 (F )表示以 F 为余模的最

小3 2同余关系, 则 Υ3 (F ) = Η1∨Η2. 其中 Η1= ∨
x∈F

ΗL (x
3 3 , 1) , Η2= ∨

x∈F
ΗL (x ∨x

3 , 1).

证明　因为 x ∨x
3 ∈D (L ) , 由推论1知 ΗL (x ∨x

3 , 1) 是3 2同余关系, 所以 Η2是3 2同余关

系.

由推论2知, ΗL (x
3 3 , 1)是3 2同余关系, 于是 Η1是3 2同余关系. 故 Η1∨Η2是3 2同余关系.

令 Υ3 = Η1∨Η2以下证明 Υ3 是以 F 为余核的最小3 2同余关系.

Π x ∈cokΥ3 = {y∈L ûy≡1 (Υ3 ) }] x ≡1 (Υ3 ) 即 x ≡1 (Η1∨Η2). 由于 Η1, Η2均是格同余关系

由文[1 ]知, 存在 x = z 0, z 1, ⋯, z n- 1= 1∈L 使得 z i≡z i+ 1 (Η1) 或 z i= z i+ 1 (Η2). 若 z i≡z i+ 1 (Η1) 即

z i≡z i+ 1 (∨
y∈F

ΗL (y
3 3 , 1) ) , 于是存在 z i= t0, t1, ⋯, tm - 1= z t+ 1∈L 使 t j≡tj + 1 (ΗL (y

3 3
j , 1) ) (0≤j≤

m - 2) , y j∈F ] tj∧y
3 3
j = tj+ 1∧y

3 3
j ] z i∧y

3 3
0 = t0∧y

3 3
0 = t1∧y

3 3
0 , t1∧y

3 3
1 = t2∧y

3 3
1 , t2∧

y
3 3
2 = t3∧y

3 3
2 , ⋯, tm - 2∧y

3 3
m - 2= tm - 1∧y

3 3
m - 2= z i+ 1∧y

3 3
m - 2.

　　t0∧ (y
3 3
0 ∧y

3 3
1 ∧⋯∧y

3 3
m - 2) = t1∧ (y

3 3
0 ∧y

3 3
1 ∧⋯∧y

3 3
m - 2)

　= t2∧ (y
3 3
0 ∧y

3 3
1 ∧⋯∧y

3 3
m - 2) = ⋯= z i+ 1∧ (y

3 3
0 ∧y

3 3
1 ∧⋯∧y

3 3
m - 2).

令 f i= y 0∧y 1∧⋯∧y m - 2, 因为 y j∈F (0≤j≤m - 2) , 所以 f i∈F 且 f
3 3
i = (y 0∧y 1∧⋯∧

ym - 2 ) 3 3
= y

3 3
0 ∧y

3 3
1 ∧⋯∧y

3 3
m - 2. 于是有 z i∧f

3 3
i = z i+ 1∧f

3 3
i , f i∈F. 由于 F 是滤子, f i≤

f
3 3
i , 得 f

3 3
i ∈F. 若 z i≡z i+ 1 (Η2) 即 z i≡z i+ 1 ( ∨

y∈F
ΗL (ay , 1) ) (记 ay = y ∨y

3 ) , 则存在 z i = s0, s1,

⋯, sm ′- 1= z i+ 1∈L 使 sj≡sj + 1 (ΗL (ay j
, 1) ) , y j∈F (0≤j≤m ′- 2) ] sj∧ay j

= sj + 1∧ay j
.

　　　　　z i∧ay 0= s0∧ay 0= s1∧ay 0. s1∧ay 1= s2∧ay 1 ,

　　　　　s2∧ay 2= s3∧ay 2 , ⋯, sm ′- 2∧aym ′- 2= sm ′- 1∧aym ′- 2= z i+ 1∧aym ′- 2.

　　　　　z i∧ (ay 0∧ay 1∧⋯∧aym ′- 2
) = s1∧ (ay 0∧ay 1∧⋯∧aym ′- 2

)

　　　　　　= ⋯= z i+ 1∧ (ay 0∧ay 1∧⋯∧aym ′- 2
)

令 ei= ay 0∧ay 1∧⋯∧aym ′- 2 , 因为 ay j
= y i∨y

3
j ∈F , 所以 ei∈F 且 z i∧ei= z i+ 1∧ei. 由此得若 z i≡
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z i+ 1 (Η1) ] z i∧f
3 3
i = z i+ 1∧f

3 3
i , f

3 3
i ∈F. 若 z i≡z i+ 1 (Η2) ] z i∧ei= z i+ 1∧ei, ei∈F. 令 ti= ei∧

f
3 3
i 有 z i∧ti= z i+ 1∧ti, 0≤i≤n- 2. 即

　x ∧t0= z 0∧t0= z 1∧t0, z 1∧t1= z 2∧t1, ⋯, z n- 2∧tn- 2= z n- 1∧tn- 2= 1∧tn- 2]
　x ∧ ( t0∧t1∧⋯∧tn- 2) = z 1∧ ( t0∧t1∧⋯∧tn- 2) = ⋯= 1∧ ( t0∧t1∧⋯∧tn- 2).

令 t= t0∧t1∧⋯∧tn- 2∈F 有

x ∧t= 1∧t= t] t≤x ] x ∈F ] cokΥ3 Α F.

反之, Π x ∈ F , 因为 x 3 3 ≡ 1 (ΗL (x 3 3 , 1) ) , 而 ΗL (x 3 3 , 1) ≤ Υ3 ] x 3 3 ≡ 1 (Υ3 ). 又 x ∨ x 3 ≡

1 (ΗL (x ∨ x 3 , 1) ) , ΗL (x ∨ x 3 , 1) ≤ Υ3 ] x ∨ x 3 ≡ 1 (Υ3 ) , 所以 x = x 3 3 ∧ (x ∨ x 3 ) ≡ 1 ∧

1 (Υ3 ) = 1 (Υ3 ) ] x ∈ cokΥ3 ] F Α cokΥ3 . 故 F = cokΥ3 .

设 Υυ3 是以 F 为余核的任意 3 2同余关系, 即 F = cokΥυ3 . 以下证明 Υ3 ≤ Υυ3 .

设 x ≡ y (Υ3 ) (不妨设 x ≤ y ). 则存在 x = z 0, z 1, ⋯, z n- 1 = y ∈L 使 z i ≡ z i+ 1 (Η1) 或 z i ≡

z i+ 1 (Η2). 由前面的证明过程知. 若 z i ≡ z i+ 1 (Η1) 则存在 f i ∈F 使 z i ∧ f
3 3
i = z i+ 1 ∧ f

3 3
i . 因为

f i ∈ F = cokΥυ3 , 所以 f i ≡ 1 (Υυ3 ) ] f
3 3
i ≡ 1 (Υυ3 ) ] z i = z i ∧ 1 ≡ z i ∧ f

3 3
i (Υυ) = z i+ 1 ∧

f
3 3
i (Υυ3 ) ≡ z i+ 1 (Υυ3 ). 若 z i ≡ z i+ 1 (Η2) , 则存在 ei ∈ F , 使 z i ∧ ei = z i+ 1 ∧ ei. 同理由 ei ∈ F =

cokΥυ3 知 ei ≡ 1 (Υυ3 ) ] z i = z i ∧ 1 ≡ z i ∧ ei (Υυ3 ) = z i+ 1 ∧ ei (Υυ3 ) ≡ z i+ 1 (Υυ3 ) , 故 Π 0 ≤ i ≤ n

- 2 有 z i ≡ z i+ 1 (Υυ3 ) 即 x = z 0 ≡ z 1 (Υυ3 ) ≡⋯≡ y (Υυ3 ) , 从而 x ≡ y (Υυ3 ) ] Υ3 ≤ Υυ3 . 故 Η1 ∨

Η2 = Υ3 = Υ3 (F ).

定理 1　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1) 是分配P 2代数, J 是L 的理想, 则J 是 02理想的充要条件

是存在某个滤子 F , 使 J = {x ûx ≤ t3 对某个 t ∈ F }.

证明　必要性 设 J 是 02理想, 则存在某个滤子 F 使得 J = kerΥ3 (F ). 令M = {x ûx ≤

t3 对某个 t ∈F }, Π x ∈J = kerΥ3 (F ) ] x ≡ 0 (Υ3 (F ) ). 由引理 2 的证明过程知存在 t ∈F 使

0 = 0 ∧ t = x ∧ t] x ≤ t3 ] x ∈M ] J Α M . 反之, Π x ∈M , ϖ t ∈ F = cokΥ3 (F ) 使 x ≤

t3 ] x ∧ t≤ t∧ t3 = 0] x ∧ t = 0. 又 t∈F ] t≡ 1 (Υ3 (F ) ). 于是 0 = x ∧ t≡ x ∧ 1 (Υ3 (F ) )

= x (Υ3 (F ) ) ] x ∈ kerΥ3 (F ) = J ] M Α J . 故 J = M .

充分性　设J = {x ûx ≤ t3 对某个 t∈F }. 以下证明J = kerΥ3 (F ). 由此知J 是 02理想.

Π x ∈ J , 则存在 t ∈ F 使得 x ≤ t
3

, 因为 t ∈ F , 所以 t ≡ 1 (Υ3 (F ) ) ] t3 ≡ 0 (Υ3 (F ) ). 于

是 x = x ∧ t3 ≡ x ∧ 0 (Υ3 (F ) ) = 0 (Υ3 (F ) ) ] x ∈ kerΥ3 (F ) ] J Α kerΥ3 (F ). 反之, Π x ∈

kerΥ3 (F ) 即 x ≡ 0 (Υ3 (F ) ). 由引理 2 知存在 t ∈ F 使 0 = 0 ∧ t = x ∧ t] x ≤ t3 ] x ∈

J ] kerΥ3 (F ) Α J . 故 J = kerΥ3 (F ).

定理 2　 设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1) 是分配 P 2代数, P 是L 的理想, 如果 P 相对于滤子 F =

L - P 是素的, 且 P ∩D (L ) = Á , 则 P 是 02理想 (其中D (L ) = {x ∈L ûx 3 = 0}.

证明　令M = {x ûx ≤ t3 对某个 t ∈ F = L - P }. 由定理 1 知只须证明 P = M 即可.

Π x ∈ P 则 t = x 3 | P. 若不然 t = x 3 ∈ P ] x ∨ x 3 ∈ P , 又 x ∨ x 3 ∈D (L ) 与 P ∩D (L )

= Á 矛盾. 于是 x ≤ x 3 3 = t3 , t = x 3 ∈ F = L - P ] x ∈M ] P Α M . 反之, Π x ∈M , ϖ t

∈ F = L - P 使得 x ≤ t3 . 因为 t ∧ t3 = 0 ∈ P 而 t ∈ F , 由条件 P 相对于 F 是素的知 t3 ∈

P , 又 x ≤ t3 ] x ∈ P ] M Α P. 故 P = M .

定理 3　 设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1) 是分配 P 2代数, I 1, I 2 是L 的 02理想, 则 I 1 ∩ I 2 也是 02
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理想.

证明　因为 I i ( i = 1, 2) 是 02理想, 由定理 1 知, 存在滤子 F i ( i = 1, 2) 使 I 1 = {x ûx ≤

t3 对某个 t ∈ F 1}, I 2 = {x ûx ≤ s3 对某个 s ∈ F 2}. 令 F = F 1 ∩ F 2. 显然 F 仍是滤子. 设M =

{x ûx ≤ e3 对某个 e ∈ F = F 1 ∩ F 2}. 以下证明 I 1 ∩ I 2 = M .

Π x ∈ I 1 ∩ I 2] x ∈ I 1 且 x ∈ I 2] ϖ t ∈ F 1, s ∈ F 2 使得 x ≤ t3 且 x ≤ s3 . 因为 F i ( i =

1, 2) 是滤子, 所以 t ∨ s ∈ F i ( i = 1, 2) ] t ∨ s ∈ F 1 ∩ F 2 = F. x ≤ t3 ∧ s3 = ( t ∨ s) 3 ] x

∈M ] I 1 ∩ I 2 Α M . 反之, Π x ∈M , ϖ e ∈ F = F 1 ∩ F 2 使得 x ≤ e3 , 由 e ∈ F 1 知 x ∈ I 1, 由

e ∈ F 2 知 x ∈ I 2. 于是 x ∈ I 1 ∩ I 2] M Α I 1 ∩ I 2. 故 I 1 ∩ I 2 = M . 由定理 1 知 I 1 ∩ I 2 是 02
理想.

定理 4　设 (L ; ∧, ∨, 3 , 0, 1) 是分配 P 2代数, S (L ) = {x 3 ûx ∈L } 是L 的骨架, 则当

a ∈ S (L ) 时, I = (a ] 是 02理想.

证明　 令 F = [a3 ) , 则 F 是L 的滤子. 设M = {x ûx ≤ t3 对某个 t ∈ F }. 以下证明 I =

M .

Π x ∈ I = (a ]] x ≤ a] x ≤ x 3 3 ≤ a3 3 = t3 , 其中 t = a3 ∈F ] x ∈M ] I Α M . 反之,

Π x ∈M , ϖ t ∈ F = [a3 ) 使得 x ≤ t3 . 又 a3 ≤ t] t3 ≤ a3 3 . 由文[1 ] 知, a ∈S (L ) Ζ a3 3 =

a] x ≤ t3 ≤ a3 3 = a] x ∈ (a ] = I ] M Α I. 故 I = M . 由定理 1 知 I 是 02理想.

此定理说明由L 的骨架 S (L ) 中任意元 a 生成的主理想 (a ] 一定是 02理想.
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0- Idea ls in D istr ibutive P -A lgebra

Y ang Y un
(D ep t. of M ath. , H ubei Education Co llege, W uhan 430060)

Abstract

In th is paper, w e in troduce a new no tion of 02idea ls in d ist ribu t ive P 2a lgeb ra and give a

characteriza t ion of 02idea ls. T h is characteriza t ion is app lied to get som e o ther resu lts.

Keywords　dist ribu t ive P 2a lgeb ra, 3 2congruence rela t ion, 02idea l.
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