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摘　要: i) 设M i 为一族左R 2模, 记M{ i 为M i 的最大有理扩张, 本文首先考察了∑Ý M{ i

和∑ Ý M i 之间的关系, 并证明了如对环 R 上任何一族模上述两者相等的充要条件是环 R

上每一个模都有理完全. ii) 利用 i)研究了无零因子环上模的最大有理扩张, 得到了一些结果.
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1　预备知识

设A , B , C 为三个左 R 2模, 且A Α B , 如果对A , B 之间任何一个模 C (A Α C Α B ) , 以及任

意 Υ∈Hom (C ,M ) , Υ(A ) = 0总蕴含着 Υ(C ) = 0, 则A ,B , C 之间这种关系记为A ≤B (M ) , 特别

地:M = B 即A ≤B (B )时, 称B 为A 的有理扩张 ( ra t iona l ex ten sion). 有理扩张只能是自身的

模, 称为有理完全模, 也称有理闭模. 对任何一个模A , 都有一个同构意义下唯一的最大有理扩

张, 记为Aϖ, 此时Aϖ 为有理完全模. A 的内射包 E (A )和Aϖ 有如下关系:

Aϖ= A nnE (A )A m nEnd (E (A ) )A ,

其中A nn表示零化子. 另外, 环R John son2V tum i 意义下的极大左商环就是R 作为左R 2模的最

大有理扩张 Rϖ. O. Go ldm an 在[ 3 ]中引进了核算子和幂等核算子 (分别等价于滤子 (f ilter) 和

幂等滤子) , 把商模 (分式模) 的概念从交换环推广到一般环. 文[ 1 ]指出了模M 的最大有理扩

张M{ 正是M 的一个商模Q ∆M (M ) , 其中 ∆M 为M 的对应的幂等滤子, 且M 为有理完全模等价

于M 为 ∆M 2内射 (本文符号均取于文[1 ]).

2　最大有理扩张的直和

关于有理完全模的直和与直积, 有下面二个结果:

引理2. 1
[ 4 ]　一族有理完全模的直积仍然是有理完全的.

引理2. 2
[ 1 ]　环R 上任何一族有理完全模直和仍有理完全的充要条件是环 R 上每一个幂

等滤子都是N oether 的.
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内射模也有类似的结论, 但值得注意的是引理2. 1的逆命题并不成立, 即一族模的直积

是有理完全的并不蕴含着这一族模都是有理完全的, 这一点与内射模不同. 下面会给出该命题

成立的充要条件.

命题2. 3　 {M i} 是环R 上左模的有限集合 (即M i 数目为有限个) , 则

∑ Ý M i Α ∑ Ý M{ i,

R 为左N oether 环时, 可略去有限条件.

证明　记A = ∑ Ý M i,B = ∑ Ý M{ i, 则 E (A ) = ∑Ý E (M i). 由M{ i Α E (M i) 得A

Α B Α E (A ) , 所以 E (A ) = E (B ). 由 ∆M = {I ûHom (R öI , E (M ) ) = 0} 得 ∆A = ∆B ; 由引理 2.

1 知B 是有理完全的, 故

B = Bϖ = {x ∈ E (B ) ûB x - 1 ∈ ∆B },Aϖ = {x ∈ E (A ) ûA x - 1 ∈ ∆B },

其中B x - 1 = {r ∈R û rx ∈B }, 因为对任意 x ∈ E (A ) = E (B ) , 有A x - 1 Α B x - 1 成立, 故由滤

子性质得Aϖ Α B .

当 R 为左N oether 环, 略去有限条件时, 由引理2. 2, B = Bϖ 仍然成立, 另外, 由N oether 特

性知 E (A ) = E (B ) , 所以可用与上述同样的方法证明此时, 命题仍然成立.

引理2. 4　{M i} i= 1, 2, ⋯, n是一族左 R 2模, 那么下列陈述等价:

(1)　∑
n

i= 1
Ý M i = ∑

n

i= 1
Ý M{ i.

(2)　M{ j Α ∑
n

i= 1
Ý M i, 　j = 1, 2, ⋯, n.

(3)　M{ j öM j 是 ∆A 2挠的, j = 1, 2, ⋯, n , 其中A = ∑
n

i= 1
Ý M i.

证明　 (1) ] (2) 显然 (2) ] (1) 由上面的命题有∑
n

i= 1
Ý M i Α ∑

n

i= 1
Ý M{ i. 由 (2) 可得:

∑
n

i= 1
M{ i Α ∑

n

i= 1
Ý M i,

又{M j } j= 1, 2, ⋯, n 作为∑ Ý M{ i 的子模两两交集都只有零元素, 所以∑
n

i= 1
M{ i ≌∑

n

i= 1
Ý M{ i. 故证.

(3) ] (1)　设 a = (a1, a2, ⋯, a j , ⋯, an) ∈∑
n

i= 1
Ý (M{ iöM i) , 其中 a j ∈M{ j öM j , 由 (3) 得存

在 I j ∈∆A , I ja j = 0, 令 I = ∩
n

j = 1
I j , 则由滤子有限相交性得 I ∈∆A , 又因 Ia = 0, 故∑

n

i= 1
Ý (M{ iöM i)

是 ∆A 2挠的, 则

∑
n

i= 1
Ý M{ iö∑

n

i= 1
Ý M i

也是 ∆A 2挠的, 即∑
n

i= 1
Ý M{ i 是∑

n

i= 1
Ý M i 的有理扩张, 又因∑

n

i= 1
Ý M{ i 本身是有理完全的, 所以

∑
n

i= 1
Ý M i ≌∑

n

i= 1
Ý M{ i.
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(1) ] (3)　由 (1) 可知: ∑
n

i= 1

Ý M{ i 是∑
n

i= 1

Ý M i 的有理扩张, 故∑
n

i= 1

Ý (M{ iöM i) 是 ∆A 2挠

的, 所以M{ j öM j 是 ∆A 2挠的, j = 1, 2, ⋯, n.

引理 2. 5
[ 1 ]　令{S Α} 是一族两两不同构的单R 2模的集合, 并且代表了所有的非投射的单

R 2模, 则任何包含模 T = ∑
Α

S Α的模都是有理完全的.

下面是本节中主要的定理

定理 2. 7　设R 为有单位元的环, 则下列各条等价:

(1)　对R 2模的任意集合{M i}, 都有∑ Ý M i = ∑ Ý M{ i 成立.

(1′)　对R 2模的任意集合{M i}, 都有∑ Ý M i = ∑ Ý M{ i 成立.

(2)　A Α B 总蕴含着Aϖ Α Bϖ, 其中A ,B 为任意两 R 2模.

(3)　如一族左 R 2模的直积是有理完全的, 则这些模是有理完全的.

(4)　任意左 R 2模都是有理完全的.

证明　 (1′) ] (1) 显然. (4) ] (1′) 由对任意左R 2模A ,A = Aϖ 即知.

(2)　由引理 2. 4 易得 (4) ] (3) 显然, (4) ] (2) 显然.

(3) ] (4)　设A 为任意R 2模, 由引理 2. 6 得A Ý T 是有理完全的, 由 (3) 可知: A 是有理

完全的.

(1) ] (4)　 设A 是任意一个左R 2模, 由[3, T heo rem 5. 3 ] 知存在着左R 2模B ≠ 0, 使得

∆B = {R }, 此时∆A Ý B = ∆A ∩∆B = {R }, 由 (1) 知,A Ý B = Aϖ Ý Bϖ, 故 (Aϖ Ý Bϖ) öA Ý B 是∆A Ý B 2
挠的, 故AϖöA 也是 ∆A Ý B 2挠的, 即 ∆A Ý B (AϖöA ) = AϖöA , 故对 Π aλ∈AϖöA , R aλ = 0, 即 aλ = 0, 故

Aϖ = 0.

3　 无零因子环上的有理完全模

定理 3. 1　设R 为无零因子环,M 为无挠左 R 2模, 则M{ = E (M ).

证明 　 证 ∆∞ = {所有 R 有左理想}, 则 ∆∞ 是 R 上的幂等滤子且 ∆∞ (M ) = 0, 故由[3,

P ropo sit ion 3. 7 ] 易知存在模N 满足 (1) M Α M , (2) N öM 是∆∞2挠, (3) N 是忠实 ∆∞2内射,

由 (2) 和[3, T heo rem 3. 8 ] 知N 是M 的本质扩张, 故∆N = ∆M , 由 (3) 知∆∞ (N ) = 0 且N 内射,

故 ∆N = {I û I x ≠ 0, Π x ∈ E (N ) = N } = ∆∞, 故 ∆M = ∆∞, 所以

M{ = {x ∈ E (M ) ûM x - 1 ∈ ∆∞} = E (M ).

推论 3. 2　如R 为无零因子环, 那么R 的每一个左理想都是本质理想.

证明　易知R 作为一个左R 2模是无挠的, 由上面的证明知: ∆R = ∆∞, 故对R 的任意一个

左理想 I , I ∈∆∞ = ∆R , 由[1, P ropo rit ion 1. 1 ] 知: 对所有的 r1 ≠ 0, r2 ≠ 0, r1, r2 ∈R , 存在 s ∈

R , 使得 sr1 ≠ 0, sr2 ∈ I , 由 sr1 ≠ 0 知 s ≠ 0, 故 sr2 ≠ 0, 所以R 是 I 的本质扩张.

推论 3. 3　设R 为整环 (交换无零的环) ,M 是无挠单 R 2模, 则M 是内射模.

证明　在[1 ] 中已有结果: 交换环的单模一定是有理完全的, 故M = M{ , 又由定理 3. 1知:

M{ = E (M ) , 故M = M{ = E (M ) , 即M 为内射模.

引理 3. 4 [ 2, Theo rem 3. 4 ]　如R 2模M 的奇异子模 (singu la r subm odu le) 为零,N 为M 的一个子
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模, 则M 是N 的本质扩张的充要条件是M 为N 的有理扩张.

有了上面的引理及推论 3. 2, 很容易证明下面的定理:

定理 3. 5　设R 是一个无零因子不, 如R 上任何循环模都有理完全, 则R 是除环.

证明　令 I 为R 任一主理想, 由推论 3. 2 可知: I 是R 的本质理想, 又因为R 的奇异子模

为零, 所以R 是 I 的有理扩张, 故 Iλ = Rϖ. 又由题设得 I = Iλ, R = Rϖ, 故 I = Iλ = Rϖ = R.

任取 a ≠ 0 ∈R , 则R a 是R 的主理想, 故R a = R , 所以存在 b ∈R , 满足 ba = 1, 又因 0 =

a - a = a - aba = (1 - ab) a 得 ab = 1, 即 b 为 a 的逆元, 于是R 为除环.
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Abstract

In th is paper, w e study ra t iona l ex ten sion of m odu les and app lica t ion s to rings and som e

u sefu l resu lts a re ob ta ined.
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