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B 值随机元阵列的完全收敛性
Ξ

牛　司　丽
(同济大学应用数学系, 上海200092)

摘　要: 令 {X nj; 1 ≤ j ≤ n, n ≥ 1} 为行独立对称的B 值随机元阵列, S ni = ∑
i

j= 1
X nj , 1 ≤

i ≤ n, n ≥ 1, Υ(x ) ∈ S , r ≥ 1, 0 < t < 2. 若对足够小的 ∆ > 0, 当 x 和 n 充分大后

∑
n

j= 1
P (úX njú rtöΥ(úX nj ú ) > x ) ≤ cnx - (1+ ∆) , 并且 S nnö(nΥ(n) ) 1öt →

P

0, 则 Π Ε> 0, 有

∑
∞

n= 1
n r- 2P (úS nnú ≥ Ε(nΥ(n) ) 1öt) < + ∞.
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1　引　言

自从 [ 1 ]于1947年提出了实值随机变量完全收敛性的概念以来, 许多学者都在致力于

i. i. d. 的实值 (或B 值)随机变量完全收敛性的研究, 获得了一系列完美的成果.

近年来, 一些学者将 i. i. d. 随机元阵列 (或序列) 推广到“随机有界于某一非负随机变量”

(简称“随机有界”) , 并且在一定的矩条件下, 得到了完全收敛性的若干结果[ 2, 3 ]. 本文在可分的

Banach 空间中, 研究了随机元阵列, 在不满足“随机有界”, 并且相应的矩条件也不一定成立的

情形下, 讨论了范围较[2, 3 ]广的相应结论.

设 (B , úõú )是实可分Banach 空间, {X nj; 1≤j≤n , n≥1}是定义在同一概率空间上的B 值

随机元阵列. S ni = ∑
i

j = 1

X nj , 1 ≤ i ≤ n , n ≥ 1 , 集合A 的示性函数用 I (A )表示.

称{X nj: 1≤j≤n , n≥1}随机有界于非负随机变量 X , 若存在常数 c> 0, 使得对任意的 x >

0及所有的 n 和 j , 有 P (úX nj ú> x )≤cP (X > x ) , 记为{X nj }< X .

称[0, + ∞)上正的不减函数 Υ(õ)∈S , 是指存在常数 k = k (Υ) > 0, 使

Υ(xy )≤k (Υ(x ) + Υ(y ) ) , Π x ≥0, Π y≥0,

并且 x 充分大时 x öΥ(x )还是不减函数.

本文中的常数一律用 c> 0表示, 它在不同之处可代表不同的值.
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引理1. 1
[ 4 ]　设 Υ(x )∈S , ∆> 0, 则Π x ≥0, 有

cΥ(x ) ≤ Υ(x Υ(x ) ) ≤ cΥ(x ) , (1. 1)

cΥ(x ) ≤ Υ(x öΥ(x ) ) ≤ cΥ(x ) , (1. 2)

cΥ(x ) ≤ Υ(x
∆) ≤ cΥ(x ). (1. 3)

　　引理1. 2[ 5 ]　设{X i, i≥1}是独立对称的B 值随机元序列, 0< a i↑∞, 若

(a)　úX iú≤a i, a. s. Π i≥1,

(b)　S nöan→
P

0,

则对一切 r> 0, 有 E úS nöanú r → 0, 其中 S n = ∑
n

i= 1
X i.

引理 1. 3
[ 5 ]　对每个 p ≥ 1, 存在 cp > 0, 使得对任意Banach 空间B 和L

p (B ) 中独立随机

元有限序列{X j: 1 ≤ j ≤ n}, 下列不等式成立

( i)　对于 1 ≤ p ≤ 2, E ûúS nú - E úS núû p ≤ cp∑
n

j= 1
E úX j ú p

,

( ii)　对于 p > 2, E ûúS nú - E úS núû p ≤ cp [ (∑
n

j= 1
E úX j ú 2) p ö2

+ ∑
n

j= 1
E úX j ú p

].

2　 主要结果

定理 2. 1　设{X nj; 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1} 为行独立对称的B 值随机元阵列, r ≥ 1, 0 < t < 2,

Υ(x ) ∈ S. 对足够小的 ∆ > 0, 当 x 和 n 充分大后

(É )　若

∑
n

j= 1
P (úX nj ú rtöΥ(úX nj ú ) > x ) ≤ cnx

- (1+ ∆)
, (2. 1)

并且 S nnö(nΥ(n) ) 1öt →
P

0, 则 Π Ε> 0, 有∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (úS nnú ≥ Ε(nΥ(n) ) 1öt) < + ∞.

(Ê )　若

∑
n

j = 1
P (úX nj ú rtΥ(úX nj ú ) > x ) ≤ cnx

- (1+ ∆)
, (2. 2)

并且 S nnö(nöΥ(n) ) 1öt →
P

0, 则 Π Ε> 0, 有∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (úS nnú ≥ Ε(nöΥ(n) ) 1öt) < + ∞.

证明　 (É ) 令 Y nj = X nj I (úX nj ú > (nΥ(n) ) 1öt) , S ′
ni = ∑

i

j = 1
Y nj , S ″

ni = S ni - S ′
ni, 则

　∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (úS nnú ≥ Ε(nΥ(n) ) 1öt)

　≤∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (úS ′

nnú ≥ Ε
2

(nΥ(n) ) 1öt) + ∑
∞

n= 1
n

r- 2
I (E úS ″

nnú ≥ Ε
4

(nΥ(n) ) 1öt) +

　　∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (ûúS ″

nnú - E úS ″
nnúû ≥ Ε

4
(nΥ(n) ) 1ö4)

　 ƒ I 1 + I 2 + I 3.
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利用 x öΥ(x ) 的单调性, 引理 1. 1 及 (2. 1) 式, n 充分大后

　　　P (úS ′
nnú ≥ Ε

2
(nΥ(n) ) 1öt) ≤∑

n

j= 1
P (úX nj ú > (nΥ(n) ) 1öt)

≤∑
n

j = 1
P (úX nj ú rtöΥ(úX nj ú ) ≥ cn

r (Υ(n) ) r- 1)

≤ cn
1- r (1+ ∆) (Υ(n) ) - (r- 1) (1+ ∆)

, (2. 3)

从而

I 1 ≤ c∑
∞

n= 1

n
- (1+ r∆) (Υ(n) ) - (r- 1) (1+ ∆)

+ c < + ∞.

由 (2. 3) 式知 S ′
nnö(nΥ(n) ) 1öt →

P

0, 由已知进而得 S ″
nnö(nΥ(n) ) 1öt →

P

0, 于是由引理 1. 2 得

lim
n→+ ∞

E úS ″
nnú

(nΥ(n) ) 1öt = 0,

所以得 I 2 < + ∞.

当 r > 1 时, 由引理 1. 3, 设 p > 2 待定

　　　I 3 ≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2
n (Υ(n) )

- p
t E ûúS ″

nnú - E úS ″
nnú p

≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t (∑
n

j = 1
E úX nj ú 2

I (úX nj ú ≤ (nΥ(n) ) 1öt) ) p ö2
+

　c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t∑
n

j = 1
E úX nj ú p

I (úX nj ú ≤ (nΥ(n) )
1öt

)

ƒ I 4 + I 5.

由 Υ(x ) 的定义及 (1. 3) 式可推得: 对 Α, Β > 0, 当 x 充分大后, 有

Υ(x
Α) ≤ cx

Β, (2. 4)

由于 0 < t < 2, r > 1, 所以可选取 p (> 2) , 使

r - 2 + p ( 1
2

-
1
t

) < - 1, r - 2 + p [
1
2

-
r
2

(1 + ∆) ] < - 1,

从而由 Υ(x ) , x öΥ(x ) 的单调性, 利用引理 1. 1 及 (2. 1) 式, 并注意 (2. 4) 式, 有

　I 4 = c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t [∑
n

j = 1
E úX nj ú 2

I (úX nj ú ≤ (nΥ(n) ) 1öt) ]
p ö2

≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t [∑
n

j= 1∫
nΥ(n)

0
x

2
t - 1

P (úX nj ú t
> x ) dx ]

p ö2

≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t [cn + ∫
nΥ(n)

c
x

2
t - 1

∑
n

j = 1

(P úX nj ú 2töΥ(úX nj ú ) >
cx

r

Υ(x )
) dx ]

p ö2

≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t [cn + cn∫
nΥ(n)

c
x

2
t - 1

(Υ(x ) öx r) 1+ ∆
dx ]

p ö2

≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2+ p ( 1
2 - 1

t
)
(Υ(n) )

- p
t + c∑

∞

n= 1
n

r- 2+ p ( 1
2 - 1

t
)
(Υ(n) )

p
2

(1+ ∆) - p
t +

　c∑
∞

n= 1
n

r- 2+ p [ 1
2 - r

2
(1+ ∆) ]

(Υ(n) )
- rp

2
(1+ ∆) + p

2
(1+ ∆)

< + ∞. (2. 5)
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选取 p (> 2) , 使 r - 1 -
p
t

< - 1, 由 Υ(x ) , x öΥ(x ) 的单调性及引理 1. 1, (2. 1) 式, 有

　I 5 ≤ c∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nΥ(n) )
- p

t∑
n

j= 1∫
nΥ(n)

0
x

p
t - 1

P (úX nj ú t
> x ) dx

≤ c∑
∞

n= 1

n
r- 1-

p
t (Υ(n) )

-
p
t + c∑

∞

n= 1

n
r- 2 (nΥ(n) )

-
p
t∫

nΥ(n)

0 ∑
n

j = 1

P (
úX nj ú rt

Υ(úX nj ú ) ≥ cx
r

Υ(x )
) dx

≤ c∑
∞

n= 1

n
r- 1- p

t (Υ(n) )
- p

t + c∑
∞

n= 1

n
- (1+ r∆)

(Υ(n) ) - (r- 1) (1+ ∆)
+

　c∑
∞

n= 1
n

r- 1- p
t (Υ(n) )

- p
t + (1+ ∆)

< + ∞. (2. 6)

当 r = 1 时, 由引理 1. 3, 类似 (2. 6) 式的证明, 有

　I 3 ≤ c∑
∞

n= 1
n

- 1 (nΥ(n) )
- 2

t E ûúS ″
nnú - E úS ″

nnúû 2

≤ c∑
∞

n= 1
n

- 1 (nΥ(n) )
- 2

t ∑
n

j= 1∫
nΥ(n)

0
x

2
t - 1

P (úX nj ú t
> x ) dx

≤ c∑
∞

n= 1

(nΥ(n) )
- 2

t + c∑
∞

n= 1
n

- (1+ ∆)
- c∑

∞

n= 1
n

- 2
t (Υ(n) )

- 2
t + (1+ ∆)

< + ∞. (2. 7)

(Ê )　令 Y nj = X nj I (úX nj ú > (nöΥ(n) ) 1öt) , S ′
ni = ∑

i

j= 1
Y nj , S ″

ni = S ni - S ′
ni , 则

　∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (úS nnú≥Ε(nöΥ(n) ) 1öt)

　≤∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (úS

′
nnú≥ Ε

2
(nöΥ(n) ) 1öt) + ∑

∞

n= 1
n

r- 2
I (E úS

″
nnú≥ Ε

4
(nöΥ(n) ) 1öt) +

　　∑
∞

n= 1
n

r- 2
P (ûúS

″
nnú - E úS

″
nnúû≥ Ε

4
(nöΥ(n) ) 1öt)

　ƒ I 6+ I 7+ I 8.

利用 Υ(x )的单调性, 引理1. 1及 (2. 2)式

　　P (úS
′
nnú≥ Ε

2
(nöΥ(n) ) 1öt)≤∑

n

j= 1
P (úX nj ú> (nöΥ(n) ) 1öt)

　≤∑
n

j= 1
P (úX nj ú rtΥ(úX nj ú )≥cn

rö(Υ(n) ) r- 1)≤cn
1- r (1+ ∆) (Υ(n) ) (r- 1) (1+ ∆)

, (2. 8)

从而 I 6≤c ∑
∞

n= 1
n

- (1+ r∆) (Υ(n) ) (r- 1) (1+ ∆)
< + ∞.

由 (2. 8)式及 (2. 4)式知 S
′
nnö(nöΥ(n) ) 1öt→

P

0, 进而知 S
″
nnö(nöΥ(n) ) 1öt→

P

0, 于是由引理1. 2得

lim
n→+ ∞

E úS ″
nnú

(nöΥ(n) ) 1öt= 0,

从而得 I 7< + ∞.

当 r> 1时, 由引理1. 3, 设 p > 2待定
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　　　I 8≤c ∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nöΥ(n) )
- p

t [ ∑
n

j = 1
E úX nj ú 2

I (úX nj ú≤ (nöΥ(n) ) 1öt) ]
p ö2+

　c ∑
∞

n= 1
n

r- 2 (nöΥ(n) )
- p

t∑
n

j= 1
E úX nj ú p

I (úX nj ú≤ (nöΥ(n) ) 1öt)

ƒ I 9+ I 10.

由 Υ(x )的单调性, 类似于 (2. 5)式的证明, 并选取 p (> 2) , 满足

r- 2+ p ( 1
2

-
1
t

) < - 1, r- 2+ p [
1
2

-
r
2

(1+ ∆) ]< - 1,

利用 (2. 4)式, 有

　　　　I 9≤c ∑
∞

n= 1
n

r- 2+ p ( 1
2 - 1

t
)
(Υ(n) )

p
t + c ∑

∞

n= 1
n

r- 2+ p [ 1
2 - r

2
(1+ ∆) ]

(Υ(n) )
rp
2

(1+ ∆)

< + ∞.

选取 p (> 2) , 使 r- 1-
p
t

< - 1, 由 Υ(x )的单调性, 类似 (2. 6)式的证明, 并利用 (2. 4)式得

　　　　I 10≤c ∑
∞

n= 1
n

r- 1- p
t (Υ(n) )

p
t + c ∑

∞

n= 1
n

- (1+ r∆)
(Υ(n) ) r (1+ ∆)

< + ∞.

当 r= 1时, 由引理1. 3, 类似 (2. 7)式的证明, 有

　　　I 8 ≤ c∑
∞

n= 1
n

- 1 (nöΥ(n) )
- 2

t E ûúS ″
nnú - E úS ″

nnúû 2

≤ c∑
∞

n= 1
n

- 1 (nöΥ(n) )
- 2

t ∑
n

j = 1∫
nöΥ(n)

0
x

2
t - 1

P (úX nj ú t
> x ) dx

≤ c∑
∞

n= 1

(nöΥ(n) )
- 2

t + c∑
∞

n= 1

(nöΥ(n) ) - (1+ ∆)
< + ∞.

通过对定理2. 1中的Υ(x ) 作不同的选择, 可得到多种不同的结果. 特别地, 取Υ(x ) = 1, 由

对称化方法可得

推论 2. 1　设{X nj: 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1} 为行独立的B 值随机元阵列, r ≥ 1, 0 < t < 2, 若对

足够小的 ∆ > 0, 当 x 和 n 充分大后

∑
n

j= 1
P (úX nj ú > x ) ≤ cnx

- (rt+ ∆)
, (2. 9)

并且 S nnön
1öt →

P

0, 则 Π Ε> 0, 有∑
∞

n= 1

n
r- 2

P (úS nnú ≥ Εn
1öt) < + ∞.

注 1　在推论 2. 1 中取当 r > 1 时 1 ≤ t < 2 或当 r = 1 时 1 < t < 2, 并设{X nj } < X , 若

将条件 (2. 9) 换为 EX
rt

< + ∞, 即为[2 ] 的定理 1.

仿[6 ] 中定理 2. 2, 2. 3, 推论 2. 1 的证明可得

定理 2. 2　设B 是可分Banach 空间, 1 ≤ t < p ≤ 2. 则以下条件等价:

(a)　B 是 p 型的.

(b)　 对每一行独立零均值的B 值随机元阵列{X nj: 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1} 及任一实数阵列

{anj: 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1}, 若对足够小的 ∆ > 0,

　　 ( i)　 sup
n, j

P (úX nj ú > x ) = o (x
- ( t+ ∆) ) ,

　　 ( ii)　 lim
n→+ ∞

m ax
1≤j≤n

ûanj û = 0 且∑
n

j= 1
ûanj û t ≤ c,
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那么∑
n

j= 1
anjX nj →

P

0 或∑
n

j= 1
anjX nj →

L
t

0.

由推论 2. 1 及定理 2. 2 可得

推论 2. 2　设 1 ≤ t < p ≤ 2,B 为 p 型Banach 空间, {X nj: 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1} 为行独立零

均值的B 值随机元阵列, 若对足够小的 ∆ > 0

sup
n, j

P (úX nj ú > x ) = o (x
- (2t+ ∆) ) , (2. 10)

则 Π Ε> 0, 有

∑
∞

n= 1
P (úS nnú ≥ Εn

1öt) < + ∞.

注 2　设{X nj } < X , 若将条件 (2. 10) 换为 EX
2t < + ∞, 则推论 2. 2 即为[3 ] 中的定理 4.

仿[6 ] 中定理 2. 1 的证明得

定理 2. 3　设{X n} 是独立的B 值随机元序列, 0 < t < 2, 对足够小的∆> 0, 若sup
n

P (úX nú

> x ) = o (x
- ( t+ ∆) ) , 则

S nön
1öt →

P

0Ζ S nön
1öt → 0　a. s.

由推论 2. 1, 定理 2. 2, 2. 3 得

推论 2. 3　设{X n} 是独立零均值的B 值随机元序列, 1 ≤ t < 2, 对足够小的 ∆ > 0, 若

sup
n

P (úX nú > x ) = o (x
- ( t+ ∆) ) ,

则以下条件等价:

(a)　B 是 p 型的 ( t < p ≤ 2).

(b)　S nön
1öt →

P

0.

(c)　S nön
1öt → 0　a. s. .

(d)　E úS nú t
= o (n).

(e)　Π Ε> 0, ∑
∞

n= 1

1
n

P (úS nú ≥ Εn
1öt) < + ∞.

注 3　文献[7 ] 证明了: 对零均值独立同分布的B 值随机元序列{X n}, 在 t型空间 (1≤ t <

2) 中, (c) , (d) , (e) 及 E úX 1ú t < + ∞等价; 文献[8 ] 证明了: 对零均值独立同分布的B 值随机

元序列{X n}, 当 1 < t < 2 时, (c) , (d) , (e) 等价.

参　考　文　献

[1 ]　H su P L , Robb ins H. Com p lete converg ence and the law of la rg e num bers [J ]. P roc. N at. A cad. Sci. ,

U. S. A. , 1947, 33 (2) : 25- 31.

[ 2 ]　W ang X C, R ao B M and Yang X Y. Converg ence ra tes on strong law s of la rg e num bers f or array s of

row w ise ind ep end en t elem en ts [J ]. Stochast ic. A nal. A pp l. , 1993, 11 (1) : 115- 132.

[3 ]　T aylo r R L and H u T C. S trong law s of la rg e num bers f or array s of row w ise ind ep end en t rand om ele2
m ents [J ]. In ternat. J. M ath. &M ath. Sci. , 1987, 10: 805- 814.

[4 ]　W u Z Q , W ang X C and L i D L. S om e g enera l resu lts of the law of la rg e num bers [J ]. N o rtheastern.

M ath. J. , 1987, 3 (2) : 228- 238.

—013—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



[ 5 ]　de A co sta A. Inequa lities f or B 2va lued rand om vectors w ith app lica tions to the strong law of la rg e

num bers. A nn. P rob. , 1981, 9 (1) : 157- 161.

[6 ]　甘师信. B 值随机元阵列加权和的收敛性与大数定律 [J ]. 武汉大学学报, 1997, 43 (5) : 569- 574.

[7 ]　A zlarov T A and V o lodin N A. L aw s of la rg e num bers f or id en tica lly d istribu ted B anach2sp ace va lued

rand om variables [J ]. T heo r. P rob. A pp l. , 1981, 26: 573- 580.

[8 ]　V icto r H and Romo J J. O n the typ e hyp othesis f or the strong law of la rg e num bers [J ]. Stat ist. P rob.

L ett. , 1987, 5: 193- 195.

Com plete Convergence for Arrays of B -Valued
Random Elem en ts

N iu S ili
(D ep t of A pp l. M ath. , Tongji U niversity, Shanghai 200092)

Abstract

L et {X nj; 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1} be a symm etric array of roww ise independen t random ele2

m en ts in a separab le Banach space B , S ni = ∑
i

j= 1

X nj , 1 ≤ i ≤ n , n ≥ 1, Υ(x ) ∈ S , r ≥ 1, 0 < t

< 2. Fo r enough large x and n and enough sm all po sit ive num ber ∆ , if

∑
n

j= 1

P (úX nj ú rtöΥ(úX nj ú ) > x ) ≤ cnx
- (1+ ∆)

and S nnö(nΥ(n) ) 1öt → 0 in p robab ility, then fo r every

Ε> 0 , 有

∑
∞

n= 1

n
r- 2

P (úS nnú ≥ Ε(nΥ(n) ) 1öt) < + ∞.

Keywords　R andom elem en ts in Banach space, com p lete convergence, p 2type Banach space.
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