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完备非紧具非负曲率流形之拓扑结构
Ξ

詹　华　税
(集美大学水产学院基础部, 361021)

摘　要: 本文给出完备非紧具非负曲率的R iem ann 流形具有限拓扑型的一个简单证明.
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自七十年代以来, 完备非紧具非负曲率的R iem ann 流形之结构一直是微分几何的一个较

为热门课题, 两个经典的结果就是 Grom o ll2M eyer 定理[ 1 ]
, Cheeger2Grom o ll 核心定理[ 2 ]

. 最近

G. Perelm an
[ 3 ] 成功地把 Grom o ll2M eyer 定理推广到具拟正曲率之情形. 此定理首先是由

Cheeger2Grom o ll 在[2 ]中已被猜测到的.

设M 为一完备R iem ann 流形, 若存在一紧区域 8 , 其边界 58 是一拓扑流形, 若M ø 8 同

胚于 58 ×[0, + ∞) , 则称M 是拓扑有限的. 柱面是一最简单的例子. 在这篇短文中将证明

定理　设M 为完备非紧具非负曲率的R iem ann 流形, 则M 是拓扑有限的.

首先引入 P. L i 和L. F. T am 在[8 ]中的一个结果.

引理1　设M 为完备非紧具非负曲率的R iem ann 流形, 则Π p∈M ,

lim
x→∞

bp (x )
ΘP (x ) = 1. (1)

其中 Θp (x )是关于 P 点之距离函数, 而 bp (x ) = lim
t→∞

( t- d (x , s (p , t) ) , s (p , t) 代表以 t 为半径, p

为中心之测地球面.

现在若令 ep (x ) = Θp (x ) - bp (x ). 则有

引理2　设M 为完备非紧具非负曲率之 R iem ann 流形, p ∈M , 若 q∈M 为 Θp 之临界点

(或称为 p 之临界点) , 则

ep (q) ≥ Θp (q). (2)

　　注意到 Θp 不是光滑函数, 所以此时临界点之定义是由 Grove2Sh ioham a 在[9 ]中引进的一

等价性定义. 具体讲, 设 q∈M , 若Π v∈T qM 都有一最短测地线 Ρ连接 q 与 p 使得

∠ (Ρα(0) , v ) ≤ Π
2

,
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则 q 为 p 之临界点.

引理2是下面引理3之直接结果.

引理3 ( [10 ]之引理10)　设M 为一完备非紧具非负曲率之R iem ann 流形, 截曲率 kM ≥-

k , 其中 k > 0是一常数. 对 p ∈M , 若 q≠p 是 p 之临界点, 则

ep (q) ≥ 1

k
ln

exp k Θp (q)

co shΘp (q) k
. (3)

　　在 (4)中让 k→0即得 (3)式.

定理的证明　由合痕引理 ( iso topy lemm a, 见[11 ]) ) , 只要能够证明 Θp 在一紧集之外不

含临界点即可. 设不然, 即存在点列 x n∈M , x n→∞当 n→∞. x n 是 p 之临界点. 于是由引理2知

lim
n→∞

ep (x n)
Θp (x n) ≥ 1 (4)

而由引理1又有

lim
n→∞

ep (x )
Θp (x ) = lim

n→∞

Θp (x ) - bp (x )
Θp (x ) = 0. (5)

(4)与 (5)显矛盾. 定理得证.
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The Topolog ica l Structure of a Com plete Open M an ifold
with Nonnegative Curvature

Z han H uashu i
(D ep t. of Basic Sci. , F isheries Co ll. of J im ei U niv. , X iam en 361021)

Abstract

In the paper, w e p rove tha t every com p lete open m an ifo ld w ith nonnegat ive cu rva tu re

m u st be of fin ite topo log ica l type.

Keywords　nonnegat ive cu rva tu re, f in ite topo log ica l type.
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